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1 Einleitung

1.1 Einfilhrung

In der Ultraschall-Energietechnik wird iiber die direkte Nutzung der akusti-
schen Energie Arbeit an einer Last verrichtet. Wichtige Verfahren der Ultra-
schall-Energietechnik sind z.B. das Ultraschall-Schweilen, -Desintegrieren
und -Bonden. Die dafiir ausgelegten Ultraschall-Apparaturen bestehen aus
einem elektroakustischen Wandler zur Erzeugung des Ultraschalls und aus
einer Ultraschall-Leitung fiir den Transport der Energie zum Einsatzort. Fiir
die Fortleitung des Ultraschalls im technischen Leistungsbereich kommen zu-
nichst die Grundmoden von Stiben infrage: Dehnwellen, Torsionswellen und
Biegewellen.

Die Wandler bilden mit den Schalleitern Resonanzsysteme. Die typischen Ab-
messungen der Systeme liegen deshalb in der Gré8enordnung akustischer Wel-
lenlingen. Fiir viele Anwendungen sind zwar tiefe Frequenzen giinstiger, aber
zur Vermeidung von Lirmbelidstigungen miissen Betriebsfrequenzen gewihit
werden, die oberhalb des Frequenzbereiches liegen, in dem das menschliche
Hérvermdgen eine ausgeprigte Empfindlichkeit aufweist. Deshalb werden die
Systeme im allgemeinen fiir Betriebsfrequenzen im Bereich 20 kHz bis 40 kHz
ausgelegt; dem entsprechen Wellenléngen in der GroBenordnung Dezimeter.
Obwohl bei diesen Wellenlidngen unter Verwendung hochfester Werkstoffe
theoretisch Leistungen in der Gré8enordnung MW iibertragen werden
konnen, liegen heutige Anwendungen der Ultraschall-Energietechnik im
unteren kW-Bereich.

Die Anwendbarkeit dieser Verfahren wird wesentlich von der an der Last
maximal erreichbaren Schnelle bestimmt. Die piezoelektrischen oder magne-
tostriktiven Wandlerelemente erreichen - bedingt durch die technischen Aus-
steuerungsgrenzen der Wandlermaterialien - nur kleine akustische MACH-
Zahlen. Deshalb muB die Ausgangsschnelle der Wandler in der Regel hoch-
transformiert werden. Diese Aufgabe wird von konturierten Wellenleitern
ibernommen, die als Resonanztransformatoren wirken. Das Wellenleitersy-
stem ist deshalb hinsichtlich des Leistungstransports und der Schnelletransfor-
mation unter schalltechnischen und anwendungsspezifischen Gesichtspunkten
auszulegen.



K.-W. Hirsch Untersuchungen uber die Grundlagen der Berechnung von Biegewellenleitern

1.2 Problemstellung

Bisher werden in der Ultraschall-Energietechnik nur in seltenen Fillen Biege-
wellenleiter eingesetzt, obwohl sie im Vergleich zu den bevorzugt verwende-
ten Dehnwellenleitern Vorteile haben: sie erlauben z.B. mehr geometrische
Freiheitsgrade bei der Einkopplung der Schalleistung in die Last und kénnen
generell kleiner ausgelegt werden.

Ein Grund fiir den seltenen Einsatz von Biegewellen in der Ultraschalltechnik
ist darin zu sehen, daB aus ingenieurwissenschaftlicher Sicht einheitliche Kon-
zepte in der wissenschaftlichen Literatur nicht enthalten sind. Die Aussagen
unterschiedlicher Denkschulen stehen in der Regel beziehungslos nebenein-
ander und beziehen sich von vornherein auf Spezialfille, die nicht ohne wei-
teres fiir Anwendungen in der Ultraschalltechnik verallgemeinert werden kén-
nen. Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist es deshalb, zunéchst im Sinne einer
Methodenpflege eine sachgerechte Beschreibung des Biegewellenleiters auf
die aus der Literatur bekannten Ansitze abzustiitzen. Dazu ist eine kritische
Auswertung und Beurteilung insbesondere der Schliisselverdffentlichungen
aus dem Problemkreis Biegung erforderlich.

Ein weiterer Grund fiir den seltenen Einsatz von Biegewellen ist das Fehlen
einer praxisgerechten Berechnungsmethode zur Auslegung von Biegewellen-
leitern. In der einschligigen Literatur, z.B. in /1/, /2/, /3/, /4/ und /5/, werden
zwar elementare Berechnungsverfahren vorgeschlagen, diese werden aber
nicht den technischen Anforderungen gerecht. Einerseits sind diese Verfahren
nicht geeignet, die Ubertragungseigenschaften von Biegewellenleitungen qua-
litativ und quantitativ mit hinreichender Zuverlissigkeit vorauszusagen, ande-
rerseits fehlt den Verfahren zum Teil die Kompatibilitit zu schon bestehen-
den systematischen Berechnungsverfahren fiir andere Komponenten der Ul-
traschall-Geritetechnik.

Fiir elektrische Systeme stellt die Netzwerk- bzw. Leitungstheorie eine fiir alle
Komponenten durchgéngige, systematische Beschreibungsmethode dar. Mit
Hilfe dieser Theorie ist es mdglich, Bauelemente oder Bauelementgruppen,
die durch Relationen zwischen Schnittstellen charakterisiert sind, zu Systemen
zu vernetzen.

In der Ultraschall-Energietechnik wird zur Zeit angestrebt, eine vergleichba-
re, einheitliche und standardisierbare Charakterisierung ihrer Systemkompo-
nenten im Rahmen einer akustischen Netzwerk- bzw. Leitungstheorie einzu-
fithren /6/. Von der Anwendung einer Netzwerktheorie ist ein Fortschritt in
der Ultraschall-Geritetechnik zu erwarten, wenn mit Hilfe ihrer Kalkiile eine
durchgingig abgestimmte Auslegung der akustischen bzw. elektroakustischen
Systeme technisch realisiert wird und so iiber den jetzigen Stand der Technik
hinaus leistungsfahigere Gerite entwickelt werden.
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Die elektrische Netzwerk- bzw. Leitungstheorie ist wegen der vergleichbaren
physikalischen Grundlagen entscheidend von den Denk- und Rechenmodellen
und der Begriffsbildung der Mechanik und Akustik geprégt worden. Umge-
kehrt ist in weiten Bereichen die Beschreibung akustischer Bauelemente und
Leitungen isomorph zu der Beschreibung entsprechender elektrischer System-
elemente. Dies gilt z.B. fiir das Verhiltnis von longitudinaler Dehnwellenlei-
tung zur elektrischen Doppelleitung. Wihrend in der elektrischen Leitungs-
theorie eine inhomogene Leitung durch Verkettung von elektrischen Vierpo-
len mit den Klemmengrd8en Stromstirke und Spannung beschrieben wird, ge-
schieht dieses im Fall des akustischen Dehnwellenleiters durch Verkettung
von mechanischen Vierpolen mit den Klemmengré8en Kraft und Schnelle.

Jedes Leitungsstiick einer Biegewellenleitung wird durch die Ubertragungsei-
genschaften fiir die miteinander gekoppelten KlemmengroBenpaare Querkraft
und Querschnelle bzw. Drehmoment und Drehgeschwindigkeit charakteri-
siert. Es stellt ein Viertor dar, das durch vier lineare Gleichungen mit fre-
quenzabhéngigen Koeffizienten zwischen seinen KlemmengréBen vollstindig
beschrieben wird. Diese Gleichungen lassen sich in Form einer Kettenmatrix
formulieren. Die Ubertragungseigenschaften einer Biegewellenleitung lassen
sich daher durch Verkettung von Viertoren methodisch beschreiben.

Die Achtpoldarstellung eines Biegebalkens ist bereits eingefiihrt /7/; sie wird
bisher aber nicht systematisch genutzt. Allerdings wird in /8/ und /9/ gezeigt,
daB die Produktintegration differentieller Kettenmatrizen zu guten numeri-
schen Ergebnissen bei der Berechnung der Resonanzfrequenzen von Biege-
schwingern fiihrt.

Weil eine geeignete mathematische Formulierung der Leitungstheorie gekop-
pelter Leitungspaare mit verschiedenartigen KlemmengréBenpaaren fehlt,
konnte bisher die analytische Darstellung der Leitungseigenschaften von Bie-
gewellenleitern auf der Basis eines hinreichend zuverldssigen Biegemodelles
nicht behandelt werden. Ein weiteres Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die
Ansitze einer solchen Leitungstheorie zu entwickeln, um entsprechend den
Anforderungen der Ultraschall-Energietechnik die Berechnung der Biegewel-
len hinsichtlich der Aspekte Ausbreitung, Leistungstransport sowie Reflexion
und Transmission an einer Inhomogenitit und hinsichtlich der Resonanzer-
scheinungen zu ermdéglichen.

Untersuchungen tber die Grundlagen der Berechnung von Biegewellenleitern
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2 Bekannte Beschreibungen der Biegung

2.1 Einfihrung

GALILEI war der erste, der die Biegung eines Balkens in eine wissenschaftli-
che Frage kleidete. Er untersuchte den einseitig eingemauerten Balken und
versuchte seinen Widerstand gegen Verbiegung und die Geometrie der Dre-
hung unter der Wirkung seines Eigengewichtes und einer &uBeren Last anzu-
geben. Diese Fragestellung ist als sogenanntes 'GALILEIsches Problem’ in die
Literatur eingegangen.

Unter Biegung versteht man heute aligemein die Geometrie eines Verschie-
bungsfeldes eines elastisch verformten Festkorpers, die durch Momente um
eine zur Ebene der Verformung senkrechte Achse und durch Querkrifte in
dieser so definierten Biegeebene erzeugt wird. Die Berechnung der Biegung
in mechanischen Systemen ist eine der wichtigsten Fragesteilungen in der
theoretischen und technischen Mechanik, weil sich die meisten anwendungs-
bezogenen Probleme auf die Biegung von Balken, Platten und Schalen zuriick-
filhren lassen. Die Literatur zur Biegung umfaBt daher Berichte aus den ver-
schiedensten Bereichen der Ingenieurwissenschaften und der Physik. Sie ist
hiufig eingebettet in eine spezialisierte Problemstellung dieser Ficher mit
vorgegebenem Ziel der Analyse.

Der Zeitraum, aus dem die auch heute noch maBgebenden Arbeiten stammen,
reicht bis in das 18. Jahrhundert zuriick. Die jeweils herrschende Anschauung
vom Aufbau der Materie und der Fortschritt der Mathematik préigen Sprache,
Modelle und Rechenmethoden. Stand frither das Auffinden analytischer Lo-
sungen und Niherungen im Mittelpunkt der Forschung, richtet sich in der mo-
dernen Literatur mit der Einfiihrung der GroBrechenanlagen das Augenmerk
vornehmlich auf Modelle und Methoden, die der numerischen Rechnung eher
zuginglich sind; der erhebliche mathematische Aufwand bei der Berechnung
elastischer Korper ist geblieben.

Die Fiille der zum Thema erschienen Veroffentlichungen ist nahezu uniiber-
sehbar. LEISSA nennt in seiner Dokumentation /10/ fiir den Berichtszeitraum
1976 bis 1979 allein 75 ihm zugingliche Literaturstellen, die sich mit nicht kon-
turierten, isotropen Balken bzw. Platten im Rahmen der linearen, klassischen
Betrachtungsweise befassen. Wegen der Komplexitdt des Problems sind die
Verdffentlichungen durch einen Mangel an Ubereinstimmung in den Ansit-
zen, Methoden und Zielen gekennzeichnet, so daB ein verniinftiges Ordnungs-
kriterium fiir einen systematischen Uberblick nicht ersichtlich ist. Es wird
daher eine analytische Vorgehensweise erforderlich, die darauf gerichtet ist,
die wichtigsten Gesichtspunkte bei der Beschreibung und Berechnung der
Biegung unter dem besonderen Aspekt der Biegewellenleiter in der Ultra-
schalltechnik herauszuarbeiten.
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Ausgangspunkt der Betrachtungen sind die im folgenden als "Bilder" bezeich-
neten phinomenologischen Beschreibungen und anschaulichen Vorstellungen
von der Biegung, die auf Beobachtung und Erfahrung beruhen.

Die Ansitze auf der Basis axiomatischer Hypothesen der mathematischen
Physik, die zur mathematischen Beschreibung der Biegung herangezogen
werden, werden im folgenden mit dem Begriff "Theorie" umschrieben. Die Dis-
kussion dieser Theorien ist der zweite Schritt dieser Vorgehensweise.

Als ndchster und entscheidender Schritt folgt die Synthese aus einem Bild und
einer Theorie; das Ergebnis dieser Synthese wird hier als "Modell" bezeichnet.
Bei der Modellbildung ergibt sich jeweils die Notwendigkeit, die in dem Bild
zur Beschreibung der Biegung auftretenden Parameter auf die von der Theorie
angebotenen Parameter abzubilden. In der Regel sind die Parameter in Bild
und Theorie nicht deckungsgleich. Deshalb werden fiir die Bildung eines
Modells in der Regel Vereinfachungen und Hypothesen am Bild und Vernach-
lidssigungen und sinnfillige Korrektionen im Bereich der Theorie eingefiihrt.

Die Zuordnung zwischen Bild, Theorie und Modell soll am einfachen Beispiel
der physikalischen Beschreibung eines Perpendikels erldutert werden. In
einem allgemein einsichtigen Bild eines Perpendikels besteht die Anordnung
z.B. aus einer Metallscheibe, die, an einem balkenférmigen Steg aufgehingt,
im Schwerefeld periodische Bewegungen ausfiihrt. Eine anwendbare Theorie
ist die Theorie des harmonischen Oszillators, die die Bewegung eines Masse-
punktes in einem von seiner Auslenkung aus der Gleichgewichtslage quadra-
tisch abhingenden Potential beschreibt.

Um aus dem Bild und der Theorie ein Modell der Anordnung zu entwickeln,
ist es erforderlich, das Bild zu vereinfachen. Diese Vereinfachung kann dra-
stisch ausfallen, wenn der Steg nahezu als masselos angenommen werden darf
und die Metallscheibe klein ist im Vergleich zur Linge des Steges:(mathema-
tisches Pendel). Dann kann man die Masse der Metallscheibe und des Steges
im Schwerpunkt der Metallscheibe konzentriert annehmen. Diese Masse ist
bei der Modellbildung der Masse des Massepunktes in der Theorie zugeord-
nen; die Lage des Schwerpunktes der Metallscheibe wird durch die Lage des
Massepunktes gekennzeichnet. Das sich ergebende Modell eines Pendels ist
auf kleine Auslenkungen zu beschrinken, um die Potentialbedingung nihe-
rungsweise zu erfiillen. 2

Ist die Metallscheibe nicht mehr als klein gegen die Linge des Steges zu be-
trachten, ist die Masse des Massepunktes in der Theorie aus der Drehtriigheit
der Anordnung abzuleiten und der sogenannte Schwingungsmittelpunkt in
dem vereinfachten Bild ist der Lage des Massepunktes in der Theorie zuzuord-
nen (physikalisches Pendel).

Bei der Auswertung der Literatur zeigt sich immer wieder, daB die kritische
Trennung zwischen den Einfliissen aus dem Bild und denen aus der Theorie
fiir die Bewertung der Aussagekraft eines Modells von prinzipieller Bedeutung
ist. Nach diesen ersten drei Schritten werden Modelle im Hinblick auf ihre
Nutzung fiir Biegewellenleiter beurteilt.

Untersuchungen tber die Grundlagen der Berechnung von Biegewellenleitern
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Erst nach der Beurteilung der Modelle ist der vierte und letzte Schritt der
Analyse notwendig: die Untersuchung der Rechenmethoden zur Bestimmung
der fiir die Ultraschall-Energietechnik interessanten ZielgroBen. Die Bewer-
tung der Rechenmethoden ist erforderlich, weil innerhalb der Modelle nur in
seltenen Fillen exakte Losungen moglich sind. In der Regel stehen nur analy-
tische Nidherungen oder numerische Auswertungsverfahren zur Verfiigung.
Dazu miissen besonders die Aspekte herausgearbeitet werden, die zur Begriin-
dung und zur Einordnung des spiter vorgestellten Berechnungsverfahrens fiir
Biegewellenleiter maBgeblich sind.

Durch die Trennung des Problems der physikalischen Beschreibung der
Biegung von dem Problem der mathematischen Berechnung wird einerseits er-
reicht, daB die Diskussion der qualitativen und quantitativen Vor- und Nach-
teile der Modelle vordergriindig nicht durch mathematische Probleme iiber-
deckt wird. Andererseits 148t sich die Diskussion der Rechenmethoden im we-
sentlichen auf die in diesem Zusammenhang als sachgerecht erkannten Mo-
delle beschrédnken.

2.2 Bilder der Balkenbiegung

2.2.1 Einfithrung

Die in der Literatur verwendeten Begriffsbildungen zur Balkenbiegung sind
im deutschen und englischen Sprachraum nicht eindeutig und bieten vielerlei
Ansitze zu MiBverstindnissen und Fehlern. Deshalb ist es zunsichst unum-
ginglich, die in der vorliegenden Arbeit verwendete Sprachregelung im folgen-
den Abschnitt 2.2.1.1 niederzulegen.

Die Einschrinkung des allgemeinen Biegeproblems auf Biegewellenleiter fiir
die Ultraschall-Energietechnik erlaubt, die Bilder der Biegung auf die typi-
schen Rahmenbedingungen der Ultraschalltechnik zu beschrinken und unter
zusétzlichen Einschrinkungen eine Klasse der Biegung zu definieren, die im
folgenden als einfache Balkenbiegung’ bezeichnet wird. Die Einschrinkungen
werden im Abschnitt 2.2.1.2 prizisiert.
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2.2.1.1 Bezeichnungsweise am Balken

Der Balken wird in einem raumfesten,
rechtwinkligen, rechtshindigen Koor-
dinatensystem x,y,z beschrieben. Er ist
so orientiert, daB im unverformten Aus-
gangszustand die x-Richtung seiner
Lingskoordinate, die y-Richtung seiner
Breitenkoordinate und die z-Richtung
seiner Hohenkoordinate entspricht.
Der Ursprung des Koordinatensystems
liegt im Mittelpunkt einer Stirnfliche
des Balkens. Der Balken mit der Lénge
1 erstreckt sich von seiner Stirnfliche Abb.2.1 Ortskoordinaten,

bei x =0 bis zur Stirnfliche beix =1. Der Verschiebungen und
Balken ist in Bezug auf die Ebeneny=0 Abmessungen am Balken
und z=0 spiegelsymmetrisch. Als

Querschnitte werden die Ebenen x = const bezeichnet.

Wenn die Randfunktion der Querschnitte des Balkens nicht von x abhingt,
wird er zylindrisch, sonst konturiert genannt. Er ist schlank, wenn der maxima-
le Abstand der Oberflichen zur Balkenachse (y =z =0) klein ist im Vergleich
zur Linge des Balkens.

Bei einem zylindrischen Balken mit rechtwinkligem Querschnitt wird seine
Hoéhe mit h, seine Breite mit b bezeichnet; er ist flach, wenn seine Hohe klein
ist im Vergleich zu seiner Breite, und schmal, wenn seine Breite kiein ist im
Vergleich zu seiner Hohe. Im folgenden wird ein Balken mit b =h =0 als Faser,
mit b=0 als Lamelle und mit b = «als Platte bezeichnet.

Bei Verformung verschiebt sich der Punkt (x,y,z) um u(x,y,z) in x-Richtung,
um v(x,y,z) in y-Richtung und um w(x,y,z) in z-Richtung. Die Biegung erfolgt
so, daB die Spiegelsymmetrie zur Ebene y = 0 erhalten bleibt, diese Ebene wird
als Biegeebene bezeichnet. Nur der Spezialfall der Forménderung, bei der im
wesentlichen Verschiebungen w, iiberlagert mit Verdrehungen um die y-Rich-
tung, auftreten, wird im folgenden als Biegung betrachtet.

Zur Behandlung der Biegung in eindimensionalen Bildern, Theorien und Mo-
dellen werden KenngroBen definiert, die die Biegung des Balkens allein in Ab-
hingigkeit von seiner Lingskoordinate beschreiben. Sie sind MaBe fiir Ver-
schiebungen und Krifte, deren laterale Abhingigkeit von y und z durch eine
punktbezogene Reprisentation oder durch mittelwertbildende Summen bzw.
Integrale maskiert wird.

Als dynamische KenngroBen werden die Querkraft K fiir die z-Komponente
der Kraft und das Drehmoment M fiir die y-Komponente des Drehmomentes
eingefiihrt. Als kinematische Kenngré8en werden die Durchbiegung und der
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Drehwinkel eingefiihrt: Die Durchbiegung w ist ein MaB fiir die z-Komponen-
te der Verschiebung, der Drehwinkel ¢ ein MaB fiir die y-Komponente der
Drehung der Querschnitte.

Die durch die Ortsableitung der Durch-

biegung bestimmte Neigung v, der 2 .
durch den Verlauf des Drehmoments
bestimmte Biegewinkel g und der durch -
die lokale Querkraft bestimmte Scher- e e
winkel y sind weitere GréBen, mit = f---—-""" T
denen die Biegung in einfachen Bildern | ___.-- e
beschrieben wird, s. Abb. 2.2, - x

Ein Schnitt durch einen Balken an der
Stelle x erzeugt zwei Oberflichen
(Schnittufer). Im folgenden wird das Abb. 2.2 Neigung », Biegewinkel g

Schnittufer, dessen Richtung der und Scherwinkel v in
duBeren Flichennormalen in positiver einem einfachen Bild
x-Richtung zeigt, mit x”  und das Schnitt- der Biegung

ufer, dessen Richtung der duBeren Fli-
chennormalen in negative x-Richtung zeigt, mit x* bezeichnet.

Die in Abb. 2.3 definierten Vorzeichen fiir Krifte und Momente beziehen sich
auf das mit x* indizierte Schnittufer, sie beschreiben also die Ubertragung
der dynamischen Kenngré-

Ben in positiver x-Richtung. 7 Wix,)

T wix,)
Im Rahmen dieser Konven-
tion zeigt Abb. 2.3 beispiel- T Kixg) T Kix,)
haft ein Balkenstiick, das (x.) X
durch die Schnittflichen  Z Dl D wlx,)
x0" und x1” begrenzt ist. O Mix,.) O Mix.)
Dagegen ist die Beschrei- 0 !
bung der KenngréBen an der
Stelle x1 auf das Schnittufer
x1' (im Sinne einer Ketten-
rechnung) bezogen.

Als  Balkenparameter X
werden der Massenbelag
und der Drehtrigheitsbelag '
sowie die Biegesteifigkeit xo xt o x*
und die Schubsteifigkeit be- 0 "o 1M
zeichnet. Die Balkenpara- Abb.2.3 Vorzeichenkonvention fiir die Kenn-
meter sind Funktionen der groBen am Beispiel zweier Quer-
Werkstoffparameter schnitte eines Balkens

Dichte, YOUNG’scher

Modul und Schubmodul sowie der Formparameter Querschnittsfliche und y-
Komponente des Querschnittstrigheitsmomentes.
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Bei den Vorgaben (Randbedingungen) fiir die KenngréBen auf einer Stirnfis-
che werden in der Literatur vier *einfache Randbedingungen’ unterschieden:

(a) K =0 und M=0, frei

(b) w =0 und ¢ =0, fest (eingespannt)

(c) w =0 und M=0, momentenfrei gelagert
(d) K =0 und ¢ =0, verschiebbar gefiihrt

2.2.1.2 Einfache Balkenbiegung

Die einschrinkenden Kriterien der Klasse der *einfachen Balkenbiegung’ sind
in der folgenden Aufzihlung zusammengestellt.

Es wird angenommen, daB

(a) neben den Randbedingungen, die Biegung hervorrufen, kein an-
derer Lastfall iiberlagert vorliegt (im besonderen weder
Torsion noch Lingsdehnung);

(b) Biegungen linear superponiert werden kénnen, d.h., da8 der
Balken fiir jede Frequenzkomponente der zeitlich verinderli-
chen Randbedingungen betrachtet werden kann;

(¢) alle Verdrehungen sehr klein gegen eins sind;

(d) der Balken stiickweise aus homogenem Werkstoff besteht;

(e) der Werkstoff elastisch isotrop ist;

(f) die Beschreibung elastischer Wechselwirkungen im Rahmen
eines linearen HOOKE’schen Gesetzes erfolgen kann;

(2) die innere Ddmpfung des Werkstoffes durch den Ansatz
frequenzabhéngiger komplexer Moduln beriicksichtigt werden
kann;

(h) die Zustandsdnderungen des Werkstoffes adiabatisch erfolgen.
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2,2.2 BERNOULLI-Bild

Das erste Bild des Biegebal-

kens geht zuriick auf An- (a) (b)
schauungen von MARIOT-

TE und COULOMB. Es T
beruht auf der Vorstellung, T
daB8 die Biegeelastizitit des )
Balkens von der Dehnung

bzw. der Stauchung gedach-

ter Langsfasern herriihrt, die

sich reibungsfrei aneinander App. 2.4 BERNOULLI-Bild
vorbeibewegen konnen. In des gebogenen Balkens,

diesem spdter nach BER- (a) Langsschnitt, (b) Querschnitt
NOULLI benannten Bild

kommen auf halber Balkenhohe neutrale Fasern vor, die wihrend der Biegung
ihre Linge nicht dndern.

Aus der verzerrten Form des in Abb. 2.4 dargestellten BERNOULLI-Balkens
kann man die zwei nach BERNOULLI benannten Annahmen entnehmen: (1)
Querschnitte des Balkens bleiben eben, (2) Querschnitte bleiben senkrecht zu
den neutralen Fasern. Dazu gehort wegen der Reibungsfreiheit der Lingsfa-
sern eine Kraftverteilung, die ein konstantes Drehmoment entlang des Balkens
erzeugt.

Zur Zeit von MARIOTTE und COULOMB wurde das BERNOULLI-Bild als
vollstindig angesehen, weil der Beitrag der Schubelastizitit zur Formelastizi-
tit noch nicht erkannt war.

2.2.3 Beriicksichtigung der Schubelastizitiit und der Querkontraktion

Durch die Beriicksichtigung
der Schubelastizitit und der (a) (b)
Querkontraktion entsteht
anstelle des BERNOULLI-
Bildes ein anderes Bild der
Balkenbiegung. Hinsichtlich
der Querkontraktion muB
zwischen der Platte und ei-

nem endlich breiten Balken App 25 Bild des gebogenen schubelastischen
unterschieden werden. Wih- Balkens,

rend sich die Querkontrak- a) Langsschnitt. (b erschnitt
tion bei der Platte aus Sym- @ € + (b) Qu o
metriegriinden nur in z-Richtung auswirken kann, tritt bei endlich breiten

Balken auch eine Verformung der Querschnitte in y-Richtung auf.
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Im Gegensatz zum BERNOULLI-Bild, in dem die Neigung der Querschnitte
mit dem Biegewinkel identisch ist, setzt sich die Neigung nun aus dem Biege-
winkel und dem Scherwinkel zusammen, vgl. Abb. 2.2. Der Scheranteil der
Verdrehung fiihrt zur Anderung der Winkel zwischen den Querschnitten und
der oberen bzw. unteren Mantelfliche. In der Konsequenz wird hier die zweite
BERNOULLI’sche Annahme aufgegeben.

Abb. 2.5 zeigt neben dem Auftreten eines Scherwinkels auch die phinomeno-
logisch wegen der Querkontraktion zu erwartende Verzerrung der Querschnit-
te. Die Querkontraktion bzw. -dilatation verdiinnt den Balken in dem auf Zug
beanspruchten Bereich bzw. verdickt ihn in dem gestauchten Bereich. Aller-
dings bleiben in diesem Bild die Querschnitte eben. Da sich die Form der
Querschnitte unsymmetrisch zur Ebene z= 0 veréndert, bleibt bei der Biegung
keine Faser wihrend des Biegevorganges neutral in bezug auf eine Lingsdeh-
nung. Deshalb ist in diesem Bild die Voraussetzung der Existenz einer neutra-
len Faser aufgehoben.

2.2.4 Beriicksichtigung der Verwilbung

Bei der Biegung verformen

sich die Querschnitte nicht

nur in der Weise, daB ihre (a) (b)
Querschnitte eben bleiben:

an den Querschnitten lassen

sich Verwdlbungen beobach-

ten, s. Abb. 2.6.

Da der Balken auf seiner

Mantelfléiche frei von édus-

seren Kriften ist, folgt aus Abb. 2.6 Bild eines schubelastischen Balkens
den Gleichgewichtsbedin- mit Verwdlbung,

gungen der Kontinuums- (a) Léngsschnitt, (b) Querschnitt
theorie, daB auch z.B. die y-

orientierte Schubspannung an den z-orientierten Mantelflichen verschwindet.
Weil dieser Zusammenhang an jeder Stelle der Berandung des Querschnittes
gilt, bleibt der Winkel zwischen Querschnitt und Mantelfldche an jeder Stelle
der Mantelfliche bei der Verformung erhalten. Dies erzwingt bei Biegung ei-
nerseits eine Verwélbung der Querschnitte und andererseits eine Ungleichver-
teilung der Schubspannung auf dem Querschnitt, soweit Querkrifte iibertra-
gen werden. Eben bleibende Querschnitte,wie sie in der ersten BERNOUL-
LP'schen Annahme postuliert sind, stehen deshalb im Widerspruch zu einer
Querkraftiibertragung.

Insbesondere die Verwdlbung der Stirnflichen hingt von der Form der Stirn-
fliche ab, da an diesen Endflichen duBere Randbedingungen zu erfiillen sind.
Deshalb ist dieses Bild fiir allgemeine Querschnitte auch qualitativ nicht leicht
zu entwerfen.

11

Untersuchungen tber die Grundlagen der Berechnung von Biegewellenleitern



K.-W. Hirsch Untersuchungen uber die Grundlagen der Berechnung von Biegewellenleitern

2.2.5 Beriicksichtigung dynamischer Aspekte

Bei der Beriicksichtigung dynamischer Aspekte ist in Bildern zu beachten, daB
sich Storungen des elastischen Gleichgewichtes im Werkstoff héchstens mit
Schallgeschwindigkeit ausbreiten kénnen. Ein erheblicher EinfluB kraftefrei-
er Oberflichen ist deshalb auf eine Distanz begrenzt, die in der GréBenord-
nung der reziproken Wellenzahl akustischer Longitudinalwellen liegt. Die in
den Bildern der Querkontraktion zuzuschreibenden Effekte bleiben deshalb
aus dynamischer Sicht auf Mantelzonen mit dieser Dicke beschrinkt.

Wihrend bei der Platte dieser EinfluB nur in Héhenrichtung in das Bild der
Biegung aufzunehmen ist, muB bei Balken endlicher Breite auch in y-Richtung
eine Zone mit Querkontraktion beriicksichtigt werden.

Da die Relation zwischen den Balkenabmessungen und den Distanzen, inner-
halb derer sich die Querkontraktion auswirken kann, von der Frequenz ab-
hiingt, ergibt sich ein Bild, in dem frequenzabhingig jeder Querschnitt des
Balkens aus einer elastisch weniger nachgiebigen Kernzone und einer elastisch
nachgiebigeren Randzone zusammengesetzt ist. Bei der spiteren Modellbil-
dung fiihrt dieses Bild der Balkendynamik zur Einfiihrung effektiver lingsela-
stischer Moduln fiir den Werkstoff.

12
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23 Elastodynamische Theorien

Der Widerstand, mit dem sich ein Kérper einer elastischen Deformation wi-
dersetzt, ist proportional zur Deformation selbst. Diese grundlegende Er-
kenntnis zur Elastizitit, die HOOKE im Jahre 1660 formulierte, ist Ausgangs-
punkt aller Beschreibungen elastischer Verformungen. (Heute versteht man
héufig unter HOOKE’schem Gesetz die Formulierung der Spannungs-Verzer-
rungsrelation im Sinne der Kontinuumstheorie.)

Aus historischer Sicht kann man vier Ansitze fiir physikalische Theorien un-
terscheiden, die bei der Beschreibung von elastischer Biegung eine wesentli-
che Rolle spielen. Jeweils zwei Theorien sind unter einem Oberbegriff zusam-
mengefaBt. Als klassische Theorien werden die Masse-Feder-Theorie und die
Theorie elastischer Linien bezeichnet, die historisch auf die Denkweise der
Mechanik des Massepunktes zuriickgehen. Zu Beginn des 18. Jahrhunderts
legten CAUCHY, POISSON und NAVIER die mathematischen Grundlagen
der Theorie der Elastizitit. Gleichzeitig entstanden aus den damaligen unter-
schiedlichen Vorstellungen vom Aufbau der Materie die Kontinuumstheorie
und die Korpuskulartheorie, die in ihren gegensitzlichen Axiomen die Elasti-
zitdtstheorie bis heute priigen.

Im folgenden werden die axiomatischen Prinzipien der vier Theorien gegen-
iibergestellt. Ihre Denkweise unterscheidet sich einerseits in der Art, Trigheit
und Elastizitdt zu erfassen. Andererseits beschreiben sie in unterschiedlicher
Weise die Lage bzw, die Bewegung eines Kérpers und die inneren elastischen
Krifte.

2.3.1 Klassische Theorien

2.3.1.1 Masse-Feder-Theorie

Der hier als Masse-Feder-Theorie bezeichneten Betrachtungsweise gelingt die
Beschreibung elastischer Systeme durch Beibehaltung der Idee der konzen-
trierten Massen. Die elastische Wechselwirkung zwischen den Massepunkten
wird durch allgemeine, masselose Federn beriicksichtigt.

Die Materialeigenschaften des Korpers sind diskontinuierlich verteilt. Die
Trigheit wird in den Massepunkten durch die Masse selbst (gegebenenfalls er-
weitert durch eine ihr zugeordnete Drehtrégheit) charakterisiert; die Elastizi-
tét wird durch eine Kombination von Federn reprisentiert, die zwischen Mas-
sepunkten alle méglichen Spannungskomponenten iibertragen kénnen.

13
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Der Bewegungszustand des Systems wird mathematisch durch zeitabhingige
Ortsvektoren zu den Massepunkten beschrieben. Die relativen Abstandsénde-
rungen zwischen den Punkten sind ein Ma8 fiir die mit der Bewegung verbun-
dene elastische Verzerrung. Die Kraft- bzw. Momenteniibertragung wird in
den Federn lokalisiert.

2.3.1.2 Theorie elastischer Linien

Im Gegensatz zur Masse-Feder-Theorie behilt die Theorie elastischer Linien
nicht den nulldimensionalen Massepunkt bei, sondern idealisiert den Kérper
durch eine in Querrichtung ausdehnungslose Linie. Die Materialeigenschaften
sind dabei eindimensional kontinuierlich verteilt: die Linie ist gleichm#Big mit
Masse belegt und widersetzt sich elastisch der Verbiegung im HOOKE’schen
Sinne.

Der Bewegungszustand wird mathematisch durch die zeitabhiingige Gleichung
einer Kurve gegeben. Kréfte und Momente greifen direkt an der Linie an und
sind Ortsfunktionen der Bogenkoordinate.

Mit Hilfe der Theorie der elastischen Linien, die EULER in seinem Buch > De
Curvis Elasticis’ erstmals formulierte /11/ gelang EULER und J. und D. BER-
NOULLI eine erste Lésung des GALILEI'schen Problems der Balkenbiegung.
Die Entwicklung dieser Theorie, die hiufig als die Grundlage der technischen
Biegelehre angesehen wird, ging einher mit der Entdeckung des Extremalprin-
zips in der Physik und den differentiellen Methoden zur Aufstellung von Be-
wegungsgleichungen.

> Anmerkung

Die Theorie elastischer Linien wird im Zusammenhang mit Balkenbiegung héufig mit
dem Schlagwort 'EULER-BERNOULLI-Balken’ beggt. Allerdings unterstellt man
damit in der Regel die BERNOULLI schen Annahmen, die in Abschnitt 2.2.2 vorge-
stellt wurden. Hierzu ist anzumerken, day EULER zwar vom Spezialfall der Balken-
biegung nach dem BERNOULLI-Bild ausging, aber nur den Ansafz nutzt, daf die
Kn‘{mmuni der Linie dem Biﬁemomem proportional ist. Eine Beschrinkung auf
kleine Auslenkungen ist seiner Theorie genauso wie eine Biegesteifigkeit, di auf
das Produkt eines Elastizitdtsmoduls mit dem Fléichentrigheitsmoment zuriickgefiihrt
wird. Dafi dieser Sachverhalt in vielen Lehrbiichern und Verdffentlichungen zur Bal-
kenbiegung verkannt wird, wird in spiteren Teilen der vorliegenden Arbeit bei der In-
terpretation der Biegesteifigkeit eine Rolle spielen.
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23.2 Theorien der Elastizitit

23.2.1 Kontinuumstheorie

Die Theorie der elastischen Kontinua geht von axiomatischen Voraussetzun-
gen aus: Es wird angenommen, daB alle Materialeigenschaften des elastischen
Korpers stetig iiber sein Volumen verteilt sind, so daB diese Eigenschaften
auch fiir das kleinste ausgeschnittene Volumenelement kontinuierlich erhal-
ten bleiben. Die Materialeigenschaften Dichte und Elastizitdt sind stetige
Funktionen des Ortes.

Jedem Punkt eines elastischen Korpers werden kdrperfeste Koordinaten zuge-
teilt, die im kriftefreien Zustand mit den raumfesten Koordinaten iiberein-
stimmen. Der Unterschied zwischen raumfesten und kdrperfesten Koordina-
ten infolge einer allgemeinen Lageverinderung - das Verschiebungsfeld - kann
in Translations-, Rotations- und Deformationsanteile zerlegt werden. Ein MaB
fiir die lokale Rotation und fiir die elastische Verzerrung in der Umgebung
eines Punktes erhiilt man durch Bildung des Gradienten des Verschiebungsfel-
des. Der antisymmetrische Teil des so gebildeten Tensors zweiter Stufe be-
schreibt die lokale Verdrehung und der symmetrische Teil - der Dehnungsten-
sor - beschreibt die Verzerrung. Der Dehnungstensor enthilt sechs unabhin-
gige Verzerrungskomponenten, drei Dehn- und drei Schubverzerrungen. FaBt
man jede dieser Komponenten als eine Funktion des Ortes auf, so miissen die
zugehodrigen sechs Ortsfunktionen Kompatibilititsbedingungen erfiillen.

Die elastischen Spannungen, die einem Punkt des Kérpers zugeordnet werden,
werden ebenfalls durch einen Tensor zweiter Stufe beschrieben. Er enthilt fiir
drei differentielle Flichenelemente, deren Flichennormalen ein Volumen
aufspannen, jeweils drei Spannungskomponenten, fiir jedes Flichenelement
eine Normal- und zwei Tangentialkomponenten. Bei Abwesenheit von einge-
prigten Momenten ist der Spannungstensor symmetrisch.

In dieser Theorie treten im HOOKE’schen Gesetz die Tensoren der Spannun-
gen, der elastischen Moduln und der Verzerrungen an die Stelle der skalaren
GréBen. Der Tensor der elastischen Moduln ist ein Tensor vierter Stufe, von
dessen 81 Komponenten bei dolotropen Festkorpern 21, bei isotropen Festkor-
pern zwei unabhéngig sind.
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2.3.2.2 Korpuskulartheorie

Die Betrachtungsweise der Korpuskulartheorie geht von der atomistischen
Struktur fester Kérper aus. Man versucht, die Materialeigenschaften auf die
Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Atomen bzw. Molekiilen zuriickzu-
fihren. Die Entwicklung dieser Theorie ist deshalb stets eng verkniipft mit
dem jeweiligen Wissen iiber den Aufbau eines Festkorpers.

Zu Beginn des 19. Jahrhunderts stellte man sich den Festkdrper als ein System
homogen verteilter Kraftzentren vor, die untereinander durch reine Zentral-
krdfte verbunden sind. Mit dieser Annahme gelingt es, das elastische Verhal-
ten makroskopischer Kérper zu beschreiben. Allerdings ergeben sich im Falle
der Aolotropie lediglich 15, im Falle der Isotropie nur eine unabhingige ela-
stische Konstante, im Gegensatz zu 21 bzw. zwei bei der Kontinuumstheorie.
Erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts konnte VOIGT experimentell zeigen,
daB eine Theorie der Elastizitit mindestens 21 unabhéngige Konstanten zulas-
sen muB und daB demzufolge der Ansatz reiner Zentralkrifte zwischen den
Atomen nicht zutrifft. Seit dieser Zeit ist die Kontinuumstheorie in den Inge-
nieurwissenschaften beherrschende Grundlage der Elastizititstheorie, obwohl
sie auf physikalisch nicht zutreffenden Axiomen beruht.

In der modernen Weiterentwicklung der Korpuskulartheorie wird versucht,
unter Beriicksichtigung aller quantenmechanischen Kopplungen zwischen den
Bausteinen die elastischen Konstanten zu bestimmen und plastische Verfor-
mung und anelastische Phiinomene zu beschreiben. Allerdings sind bisher
keine mathematischen Wege gefunden worden, das elastische Verhalten ma-
kroskopischer Kérper auf der Grundlage dieser Theorie zu beschreiben.
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2.4 Modelle der Balkenbiegung

In der Betrachtungsweise der vorliegenden Arbeit entsteht ein Modell aus der
Synthese eines Bildes und einer Theorie. Bei der Synthese ist es erforderlich,
aus den im Bild zur Beschreibung des Vorganges auftretenden Parametern und
aus den entsprechenden Parametern, die in der Theorie bereitgestelit werden,
Modellparameter zu definieren. Fiir ein Biegemodell sind die Balken- und
Werkstoffparameter und die Parameter zur Beschreibung der Kinematik und
Dynamik des Balkens - fiir eindimensionale Modelle die kinematischen und
dynamischen KenngroBen- mit ihren Randbedingungen festzulegen.

Bei der Bildung eines Biegemodells ist eine Kombination der verschiedenen
Bilder und der verschiedenen Theorien méglich. Dabei werden jeweils modell-
spezifisch Vereinfachungen und Vernachldssigungen erforderlich, die die Giil-
tigkeit des jeweiligen Modells einschréinken. Auf der Basis der gleichen Bild-
Theorie-Kombination kénnen durch verschiedene Interpretationen der Para-
meter unterschiedliche Modellvarianten entstehen.

Fiir die Modellbildung stehen nach Abschnitt 2.3 die Theorie der elastischen
Linie, die Feder-Masse-Theorie und die Kontinuumstheorie zur Verfiigung.
Im folgenden wird fiir jede Theorie die Modellbildung mit den verschiedenen
Bildern diskutiert.

Unter Abschnitt 2.4.1 wird die Theorie der elastischen Linie zur Modellbil-
dung verwendet. In Verbindung mit den Bildern ergeben sich die in der Lite-
ratur hdufig mit den Attributen “klassisch” oder “technisch” belegten Biege-
modelle. Da ein Modell aus dieser Gruppe spiter fiir die Beschreibung von
Ultraschall-Biegewellenleitern genutzt wird, wird die Modellbildung mit ihren
Voraussetzungen und impliziten Annahmen ausfiihrlich dargelegt.

Unter Abschnitt 2.4.2 wird die Feder-Masse-Theorie der Modellbildung zu-
grunde gelegt. Im Gegensatz zu den Modellen mit der Theorie der elastischen
Linie, die wegen der eindimensionalen Theorie nur eindimensionale Modelle
liefern kann, sind nun mehrdimensionale Modelle méglich.

Unter Abschnitt 2.4.3 wird die Modellbildung mit Hilfe der Kontinuumstheo-
rie beschrieben.
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2.4.1.1 Elementare Modellbildung
2.4.1 Modelle mit der Theorie der elastischen Linie

Im BERNOULLI-Bild gibt es mindestens eine Faser, die bei der Biegung ihre

In_den folgenden Abschnitten werden den Modellen Namen zugewiesen, die Linge nicht dndert. Charakterisiert man die Biegung des Balkens durch die
teilweise abweichend von der iiblichen Bezeichnungsweise gewihlt sind. Um Biegung dieser neutralen Faser, so 1dBt sich der Balken mit Hilfe der Theorie
M‘lﬁdellltunge.n vorzubeugen, wird vorab die Bezeichnung der Modelle mit der elastischen Linie beschreiben, indem man methodisch die Linie mit dieser
Hinweis auf ihre jeweilige Beriicksichtigung der Biegesteifigkeit, der Dreh- Faser identifiziert. Dies ist der Grundgedanke der Modellbildung.

trigheit und der Schubelastizitit in Tab. 2.1 im Uberblick zusammengestellt. Im Bild 148t sich die Geometrie des gebogenen Balkens durch die Angabe der

Durchbiegung und des Biegewinkels beschreiben. In der Theorie kann bei-

Biege- Dreh- Schub- spielsweise die elastische Linie durch ihre Parameterdarstellung mit der Bo-

Modellname steifig- trigheit elasti- genlinge als Parameter beschrieben werden. Beschrénkt man in der Theorie
keit zitat die Biegung auf kleine Auslenkungen aus dem ungebogenen Zustand, kann

man die Linie ndherungsweise durch ihren Abstand von der x-Achse und durch

EULER-Modell Be - - ihre Neigung, jeweils in Abhingigkeit von der Lingskoordinate, beschreiben.

Der Abstand der Linie von der x-Achse wird dann mit der kinematischen

BERNOULLI-Modell Evl (D) - KenngréBe Durchbiegung identifiziert. Der Biegewinkel des Balkens ent-
BERNOULLI’sche Modelle EI D . spricht im Bild und die Neigung der Linie entspricht in der Theorie der
kinematischen Kenngro8e Drehwinkel.

schubelastische
BERNOULLI-Modell Evl ol GvyF Im BERNOULLI-Bild kénnen Drehmomente und Querkrifte, die an demsel-
. ben Querschnitt angreifen, zu einem Gesamtmoment und zu einer Gesamt-
BERNschubel?stlschc kraft superponiert werden. In der Theorie greift das Drehmoment und die
OULLI'sche-Modelle EI (D) GF Querkraft direkt an der Linie an. Wegen der Beschrinkung auf kleine Auslen-
TIMOSHENKO-Modell Evl o TkGYF kungen kann'die z-Komponente der Querkraft nherungsweise als Ma fiir die
Querkraft dienen. Mit diesen Bedeutungen werden die Modellparameter

TIMOSHENKO'’sche Modelle EI (eI) TxGF Querkraft und Drehmoment als dynamische KenngriB8en gebildet.

Die Definition der Balkenparameter im Modell ist fiir die zur Durchbiegungs-

Tab. 2.1 Bezeichnungsweise der Balkenmodelle mit der Theorie der bewegung gehorende Tl:a'i.gheit urfprob‘lematisch: sie entsprich‘t in der Theorie
elastischen Linie und ihre Beriicksichtigung der Biegesteifig- dem Massebelag der Linie und im Bild dem Produkt aus Dichte und Quer-

keit, der Drehtrigheit und der Schubelastizitit. schnittsfliche.
Die Biegesteifigkeit kann man im einfachsten Fall zunéchst sowohl! im Bild als

EE ggi‘:};;;fﬁgi‘lﬁr nach EULER auch in der Theorie als einen HOOKE’schen Modul des elastischen Widerstan-
G Schubmodul des gegen Verbiegung interpretieren. EULER bezeichnet in seiner Abhand-
R Dichte lung iiber die Balkenbiegung /11/ diesen Modul als ’absolute Elastizitit’ BE
I Flachentrigheitsmoment des O hnitt des Balkens. Zur Definition dieses Modellparameters fiir die Biegesteifigkeit
F Fliche des Querschnitts ©s \Juerschnitts gibt er eine MeBvorschrift an, die die Messung des elastischen Widerstandes
Tk TIMOSHENKO-Koeffizient im Biegeversuch am betrachteten Balken selbst vorschreibt.

Y kennzeichnet als Index die Moduln als Materialkonstanten Die Drehtrigheit der Balkenquerschnitte, die aus dem Bild notwendig folgt,

148t sich ohne weiteres nicht aufnehmen, da die elastische Linie in EULER’s
Nach Einfithrung in die elementare Modellbil : ; Theorie nicht drehtrige ist. Die Drehtridgheit muB also bei der elementaren
Bild in Abschnmg 2.4.1.1 werden in den folgende?xuz%)sr:t:;i(t’femn igﬁﬁgﬁtﬂ_ Modellbildung vernachlissigt werden. Diese Vernachlissigung ist fiir den Fall
gen der weitergehenden Bilder auf die Modellparameter diskutiert. groBer reziproker Wellenzahlen im Vergleich zur Balkenhthe gerechtfertigt,
da bei solchen Biegungen der Beitrag der Durchbiegungsbewegung zur kineti-
schen Energie der Welle den entsprechenden Beitrag der Drehbewegung iiber-
wiegen wird.
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i i iir d Krifte, Momente und
ie fiir das Modell zu findende Formulierung ﬁ.!r_auBere fte, Mo
Efﬂ:grergedingungen ist direkt mit den Definitionen de'r klnemanqchf.n ugd
dynamischen KenngréBen verkniipft. Fiir ihre Randbedingungen gilt jeweils
die gleiche Argumentation wie fiir die entsprechenden KenngrdBen.

i i i inie mit Bezug auf
iird elementare Modell der Theorie der elastischen Linie mi

g:sr BEE?IOULLI-Bild, das im folgenden wegen der auf EULER_ zurﬁckgehex.:l-
den Definition der Biegesteifigkeit EULERTModell genannt wird, lauten die
vier Beziehungen zwischen den vier KenngréBen

K’ = -oFi (2.1a) W=y (2.1b)

, 1
M'=-K (2.1¢) y' = -EM (2.1d)

liert das NEWTON’sche Gesetz fiir die mit der Durchbiegung
?elésdizzii?lzm;ewegung. Gl. 2.1b erfaBt die lIde_mitﬁt zwischen der Nclgunfg
dw/dx und dem Drehwinkel. Gl. 2.1¢ ben‘icksm!mgt den Emflu,B der Querkra:‘ t
auf das Drehmomentengleichgewicht. G1. 2.1d ist das HOOKE sche Gesetz fiir
die Verdrehung der Balkenquerschnitte.

2.4.1.2 Biegesteifigkeit

i i der elementaren Modellbildung gewéahite Definition der Biegeste:lf:g-
kD:t l1?ieber eine MeBvorschrift schopft die Aussagen f]e:s BERNOI{LLI-Blldes
nicht aus. Im BERNOULLI-Bild ist die Lﬁngsela_snznéit der gelfmgte_n bzyv.
verkiirzten Fasern die Ursache der Biegeelastizitdt. Deshalb I?Bt sich die
Biegesteifigkeit auf das Produkt des Elastizititsmoduls E der Langsde.hnung
und den Formparameter I zuriickfithren, B =.ITZI.: (A_uch EULER stellt in /11/
weitergehende Betrachtungen zur Biegeelastizitit eines Bal!cens an. Er vermu-
tete, daB die Steifigkeit linear mit der Breite und q}ladraglsch mit der Hol.w
anwichst. Er nutzte diese falsche Vermutung allgrdmgs nicht zur Modellbil-
dung, sondern wihlte stattdessen die MeBvorschrift.)

i dieser Ubertragung der Biegesteifigkeit ist zundchst der Modul 'E zZu
?:t!inieren. In den a%tergen Veréffentlichungen (s. z.B. RAYLE!GHS. Diskus-
sion der Balkenbiegung /12/) ist E explizit festgelegt als‘Propomonalnatskon-
stante zwischen Spannung und Dehnung in einem 'statlschen Zugversuch an
einem Stab, der an seinen Stirnflichen gleichmiBig belastet ist und desse_n
Mantelflichen sich frei bewegen konnen. Dieser Last_fall cmsprgcht der heuti-
gen Definition des YOUNG’schen Moduis Ey, also einer Materialkonstanten.
Der Ansatz EvI wird durch das BERNOULLI-Bild nahegelegt, daher wird 'das
Modell mit dieser Biegesteifigkeit hier als das BERNOULLI-Modell bezeich-

net.
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Beriicksichtigt man die in Abschnitt 2.2.5 dargelegten dynamischen Aspekte,
kann man auch anders - z.B. dynamisch - bestimmte E-Module einfiihren. Es
ergeben sich so verschiedene Modelle des BERNOULLI-Bildes in Abhingig-
keit von der Vorschrift zur Bestimmung des E-Moduls. Diese Modelle mit
einem anderen E-Modul als Ey werden im folgenden als BERNOULLI’sche
Modelle bezeichnet.

°  Anmerkung
Der Elastizititsmodul E kann z.B. iiber die Ausbreitung von longitudinalen Dehn-
schwi auf Stében ermittelt werden. Dabei wird man in Al':izngxg it von den

messungen und der Wellenzahl einen dynamischen Modul messen, der infolge
he'?iksgnemion der Dehnwellen im %-Bereich vom YOUNG schen Modul Ey ei-
ci n.

Leider wird in der Literatur zur Bxeguné;ur selten eine DVgﬁnition oder eine Mefvor-
schrift fiir den benutzten E-Modul gegeben. Konsequente Vergleiche zwischen den vor-
gestellten Modellen anhand von MePwerten sind deshalb nur selten moglich.

Es ist wichtig, dafi das EULER-Modell nicht von derartigen indirekten Mefiverfahren
abhdngt. Da in diesem Modell in bezug auf die Biegesteifigkeit die BERNOUL-
LI’schen Annahmen nicht benétigt werden, ist deren Gltigkeit auch nicht Vorausset-
zung fiir dieses Modell. Bei korre erAnwenduu;ng dieses einfachen Modells ist bei der
mﬁechnxschen Bestimmung des elastischen Widerstandes im Biegeversuch auch der
Einfluf der Schubelastizitiit in erster Niherung enthalten.

Neben dem E-Modul bedarf auch das Flichentrigheitsmoment der niheren
Betrachtung. Der Ansatz eines EI fiir die Biegesteifigkeit gilt fiir den F ormpa-
rameter I streng nur im BERNOULLI-Bild. In weitergehenden Bildern wird
er zu einer Ndherung, weil sich dort die Form der Fliche wihrend der Biegung
dndert und damit die Bestimmung von I auslenkungsabhingig iiber die verzerr-
te bzw. verwolbte Fliche zu erfolgen hitte. Eine bessere Beriicksichtigung
dieses Effektes ist in diesen Modellen nicht méglich, weil zum einen die
Theorie keine Aussagen dazu machen kann und zum anderen dazu eine quan-
titative Aussage aus den Bildern abzuleiten wiire.

2.4.1.3 Drehtrigheit

Wihrend die verschiedenen Ableitungen der Biegesteifigkeit jeweils system-
immanente Interpretationen der Theorie der elastischen Linie sind, erfordert
die Beriicksichtigung der Drehtrigheit eine Erweiterung dieser Theorie. RAY-
LEIGH ergénzt in /12/ EULERSs Theorie um die Eigenschaft der lokalen Dreh-
trégheit der elastischen Linie. Diese Eigenschaft verbindet er im Modell, aus-
gehend vom BERNOULLI-Bild, mit dem Produkt aus Dichte des Balkens und
Flichentrigheitsmoment seines Querschnitts.

Benutzt man querschnittsverzerrende Bilder, wird dieser Ansatz wegen der
Zuriickfihrung auf das formabhingige Flichentrigheitsmoment wieder zu ei-
ner Nédherung. Dabei gilt die gleiche Argumentation wie in Abschnitt 2.4.1.1
bzgl. des Flichentrigheitsmoments im Ausdruck fiir die Biegesteifigkeit.
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Die Drehtrigheit wird in allen Modellen mit der elastischen Linie unabhéngig
von der Wahl des Bildes durch pI - durch den sogenannten RAYLEIGH-Term -
mit dem oben beschriebenen Verstindnis etabliert. Der Term kann in jedes
Modell eingefiihrt werden, ohne die Modellbildung fiir die anderen Parame-
ter zu beriihren. Deshalb ist dieser Term in Tab. 2.1 in Klammern aufgefiihrt
und als Option anzusehen.

Da mit Einfithrung des RAYLEIGH-Termes die Rechnungen mit den Model-
len mathematisch erheblich aufwendiger werden, wird in vielen Anwendungs-
fillen auf seine Beriicksichtigung verzichtet. Es sei vorweggenommen, da8 dies
fiir ein Modell zur Beschreibung von Biegewellenleitern nicht zu rechtfertigen
ist, weil der Term zur Charakterisierung des kinetischen Energiespeichers des
Drehwellenanteils der Biegewellen prinzipiell erforderlich ist.

In den Gleichungen der Modelle wird das Drehmomentengleichgewicht in Gl.
2.1 ¢ durch den Beitrag der Drehbeschleunigung in Gl. 2.2 ¢ ergénzt.

K’ = -oF# (2.2 a) W=y (22b)

M=o K+l (22¢) w'--ém (2.2d)

2.4.14 Schubsteifigkeit

TIMOSHENKO stellte 1921 erstmals ein Modell mit Beriicksichtigung der
Schubelastizitdt vor. In seiner Originalarbeit /13/ beschreibt er allerdings
gleichzeitig zwei, im Sinne der Systematik der vorliegenden Arbeit wesensver-
schiedene Schritte: zum einen die prinzipielle Einfihrung des schubelasti-
schen Bildes und zum anderen eine Modifizierung der Schubelastizitit auf-
grund des Verwdlbungsbildes. Es ist methodisch entscheidend, diese beiden
Schritte hier zu trennen und dies auch in der Bezeichnungsweise der Modelle
kenntlich zu machen.

In der Literatur sind in der Regel beide Aspekte mit dem Namen TIMOSHEN-
KO verbunden. Bei der Modellbildung allein mit dem schubelastischen Bild
ergeben sich Modelle, die in weiten Bereichen mit den bisher diskutierten Mo-
dellen iibereinstimmen und deshalb mit dem Zusatz "schubelastisch” zur bis-
herigen Bezeichnung ausreichend charakterisiert sind, s. Tab2.1. Die Bezeich-
nung der Modelle nach TIMOSHENKO bleibt den Modellen mit dem Verwol-
bungsbild vorbehalten. In diesem Abschnitt wird zunéchst die Einbeziehung
der Schubelastizitit durch die Modellsynthese mit dem schubelastischen Bild
dargestellt.
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Im schubelastischen Bild bleiben die Querschnitte auch im gebogenen Zustand
des Balkens eben, sic verzerren sich lediglich infolge der Querkontraktion.
Vernachlissigt man diese Verzerrung, kann man die auf die Schubelastizitit
zuriickzufilthrende reine Scherabgleitung der Querschnitte geometrisch durch
den Scherwinkel beschreiben. Die Schubsteifigkeit als Modul zwischen dem
Scherwinkel und der Querkraft 148t sich dann durch das Produkt des Schub-
moduls G mit dem Formparameter Querschnittsfliche F ausdriicken. Man
erhilt unter Beachtung der Vorzeichenkonvention nach Abschnitt 2.2.1.1 das
HOOKE’sche Gesetz der Scherung in der Form

K = -GFy 2.3)

In Gl. 2.3 ist der Schubmodul G ein noch nicht niher spezifizierter, effektiver
Modul. In der Regel wird fiir diese Modelle die Materialkonstante Gy einge-
setzt, die in Anlehnung an die Bezeichnungsweise fiir den E-Modul fiir den zu
Ey entsprechend gehdrenden Lastfall definiert ist.

Der Scherwinkel kann nicht als MaB fiir die Schubabgleitung des Balkens in
eine neue Modellkenngri8e iiberfiihrt werden, weil ein entsprechender Para-
meter in der Theorie nicht zu etablieren ist. Der Scherwinkel 14Bt sich aber in
die Modellbildung fiir den Drehwinkel aufnehmen. Der Neigungswinkel des
Balkens setzt sich im Bild additiv aus dem Biegewinkel und dem Scherwinkel
zusammen, s. Abb. 2.2,

v = Bty (2.4)

Die Neigung der elastischen Linie in der Theorie ist daher mit dieser Winkel-
summe zu identifizieren, dabei bleibt die Zuordnung von Biegewinkel zu
Drehwinkel erhalten. Mit Hilfe von Gl. 2.3 148t sich in den Differentialglei-
chungen fiir das Modell (vgl. Gl. 2.2b und Gl. 2.5b) der Scherwinkel eliminie-
ren. Es ergibt sich also wieder ein Modell mit vier KenngréBen.

Mit der oben beschriebenen Beriicksichtigung der Schubsteifigkeit ist die Mo-
dellbildung mit dem schubelastischen Bild nicht abgeschlossen: auch andere
Parameter sind neu zu definieren. Das schubelastische Bild schlieBt aus, daB
alle Punkte eines Querschnitts in gleicher Weise bewegt werden; eine neutra-
le Faser - i.c. ein und dieselbe Faser, die wihrend der Biegebewegung ihre
Linge nicht dndert - existiert nicht mehr. Deshalb wird es erforderlich, die
Durchbiegung neu festzulegen. Als Durchbiegung definiert TIMOSHENKO in
/13/ die transversale Verschiebung des Flichenschwerpunktes eines Balken-
querschnitts; die Verbindung dieser Schwerpunkte etabliert die Faser, die mit
der elastischen Linie identifiziert wird.

Die Ubersetzung von Drehmoment und Querkraft des schubelastischen Bildes
unterliegt geometrischen Schwierigkeiten. Da diese KenngréB8en als Summen
iiber die Querschnittsfliche gebildet werden, muB die Form der Querschnitte
im gebogenen Zustand des Balkens bekannt sein. Diese Form ist aus dem Bild
quantitativ nicht abzulesen. Unter der Voraussetzung kleiner Auslenkungen
kann man die Verzerrungen der Fliche wie bei der Definition der Biegestei-
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figkeit und des RAYLEIGH-Termes vernachlissigen. Mit dieser Vernachlis-
sigung behilt TIMOSHENKO die Summenbildung fiir Drehmoment und Quer-
kraft iiber die Querschnittsfliche im unverformten Zustand bei.

Die Modellbildung TIMOSHENKOs ist nicht zwingend. COWPER definiert
in /14/ die Durchbiegung durch das auf die Fliche F bezogene Flichenintegral
iiber F der ortsabhiingigen Verschiebung w(y,z). Als Drehwinkel bezeichnet er
das auf das Flichentrigheitsmoment I bezogene Flichenintegral iber F der
mit der Koordinate z gewichteten axialen Verschiebung u(y,z). Fiir die dyna-
mischen KenngréBen definiert COWPER Integrale der entsprechenden Span-
nungen iiber die Fliche.

Anmerkung

In den jiingsten Verdffentlichungen wird COWPER's Betrachtungsweise bevorzugt,
weil sicé mit diesen Ausdriicken einerseits auch Verwélbungsgeometrie ?as:sen lassen
und andererseits eine Verbindungen zu Ausdriicken, die mit der Begriffsbildung der
Kontinuumstheorie abgeleitet werden, leichterherstellen lassen. Bei der Anwe

von Modellen mit diesen Definitionen der Kenngrofen ist allerdings zu beachten, dg
die in COWPER'’s Definitionen enthaltenen Mefvorschriften venfiziert werden miis-

sen.

Es sind noch andere Zuordnungen zwischen den Bildparametern und den Parame-
tern der eindimensionalen Theorie der elastischen Linie denkbar. Dabei entstehen
stets neue Modellvarianten. Hierfiir lapt sich die Kontinuumstheorie nutzen, die uﬁ;
stattet, die eindimensionalen Kenn?’rbgien durch gee;signete anelwenbildunf;: azg'
dreidimensionale Verschiebungsfeld bzw. auf den Spannungstensor zuriickzufiihre;

Das schubelastische Bild fiihrt bei der Definition der Randbedingungen zu
Schwierigkeiten. Imn BERNOULLI-Bild lassen sich Durchbiegung und Dreh-
winkel gedanklich stetig fortsetzen, auch wenn z.B. Balken mit verschiedenen
Schubmodulen aneinander gefiigt werden oder ein Querschnittssprung be-
schrieben werden soll. Eine stetige Fortsetzung ist im schubelastischen Bild
nicht méglich, weil bei verschiedenen Balken gleiche Werte der KenngréBen
dennoch zu verschiedenen Biegegeometrien im Hinblick auf den Scherwinkel
fiihren kénnen. Beispielsweise die einfache Randbedingung 'fest’ verlangt, daB
der Drehwinkel und die Durchbiegung verschwinden miissen: der Scherwinkel
ist beliebig. Es sind eigentlich fiinf unabhédngige Randbedingungen erforder-
lich, um den Biegezustand des Balkens an einer Stelle eindeutig festzulegen.
Im Rahmen dieser Modellbildung mit der Theorie der elastischen Linie ist nur
die Fortschreibung der Definition der Randbedingungen fiir die vier Kenngré-
Ben aus den BERNOULLI’schen Modellen méoglich. Diese Festlegung enthilt
deshalb implizit eine Vernachlassigung der Schubelastizitét fiir die Randbe-
dingungen.

Dies gilt auch fiir COWPERs Definitionen der KenngréB8en, weil bei dieser
Festlegung nicht die lokalen Verschiebungen, Krifte und Momente betroffen
sind, sondern lediglich Integrale dieser GréBen.
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An dieser Stelle ist ein Hinweis auf das Verstindnis der Biegesteifigkeit erfor-
derlich. Sowohl im EULER- wie in den BERNOULLI’schen Modellen ist die
dort definierte Biegesteifigkeit beeinfluBt durch den zu ihrer Bestimmung her-
angezogenen Lastfall. In beiden Modellvarianten wird die Bestimmung des
elastischen Widerstandes des Balkens gegen Verbiegung durch Messung vor-
geschrieben. In diesem elastischen Widerstand ist bei B=EI in Abhingigkeit
von der MeBvorschrift zur Bestimmung von E gegebenenfalls, in der Bestim-
mung von BE immer die Wirkung der Schubelastizitit in erster Ndherung ent-
halten. Es ist deshalb falsch, ein EULER- oder ein BERNOULLI’sches Modell
durch eine Schubsteifigkeit zu erweitern, ohne die Werte der Biegesteifigkeit
entsprechend neu zu bestimmen. Nur das BERNOULLI-Modell 148t sich
durch Hinzufiigen des Schubterms GYF stringent erweitern.

Mit Gl. 2.3 und GI. 2.4 wird ein schubelastisches Element durch die Gln. 2.5
beschrieben. Fiir die Biegesteifigkeit B ist fiir das schubelastische BERNOUL-
LI-Modell Evl, fiir die schubelastischen BERNOULLI’schen Modelle EI ein-
zusetzen.

K* = -oFk (2.52) Wy (2.5b)
M' = - (K+pIy) (2.5¢) y' = _EM (2.5d)

Es sei noch einmal betont, daB die gerade entworfenen Modelle nicht mit den
sogenannten TIMOSHENKO-Modellen iibereinstimmen. Die Modelle der
Gln. 2.5 mit Beriicksichtigung der Schubelastizitit ohne Einfliisse aus dem
Verwolbungsbild werden im folgenden als schubelastisches BERNOULLI-
Modell bzw. als schubelastische BERNOULLI’sche Modelle bezeichnet.

°  Anmerkung

Das schubelastische BERNOULLI-Modell unter Beriicksichtigung des RAYLEIGH-
Terms ist das erste si.;tematisch vollstindige Modell fiir einen Biegewellenleiter, weil
paarweise kanonische Energiespeicher auftreten, die die Biegewelle als gekoppelte
Dreh- und Scherwelle ausweisen.

2.4.1.5 Verwilbungs-Korrektion

Die Modellbildung mit dem Verwdlbungsbild baut auf der Modellbildung mit
dem schubelastischen Bild auf. Die Niherungen bei der Modellbildung der
Kenngréf8en, die schon bei der Beriicksichtigung der Schubelastizitit wegen
der Aufgabe der zweiten BERNOULLI’schen Annahme notwendig wurde,
miissen nun auf den Fall nicht mehr ebener Querschnitte ausgedehnt werden.
Es lassen sich zwar theoretisch Funktionale in den Bildern iiber die verwélb-
ten Querschnitte angeben, die aus der nun dreidimensionalen Geometrie bzw.
aus dem Spannungszustand auf eine plausible Definition der Modellkenngré-
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Ben fiihren, aber das Verwélbungsbild reicht in seiner qualitativen Aussage
nicht aus, tiefergehende Funktionen als einfache Mittelwerte wie bei schub-
elastischen Modellen zu begriinden. Deshalb wird bei der Modelldefinition
der KenngroBen die Verwdlbung vernachlissigt. Um diese Vernachlissigung
zu rechtfertigen, ist die Voraussetzung kleiner Auslenkungen schirfer zu
sehen.

°  Anmerkung

Die in Kap.3 diskutierten Messungen der Schnelleverteilung auf der Stimfliiche eines
schwingenden Balkens zeigen auf, dafl ein im Ansatz quantitatives reales Verwol-
bungsbild, das durch derartige Messungen erhalten wird, erheblich vom Einzelfall ab-
héngig ist. In der Praxis werden in der Regel komplexere Definitionen der kinemati-
schen Kenngrdfien keinen Nutzen bringen.

In allen Festlegungen der Balkenparameter, die die Formparameter F und I
enthalten, werden die Einfliisse der Verwélbung vernachlissigt. Die Formpa-
rameter werden stets als Konstanten bezogen auf den ungebogenen Zustand
des Balkens betrachtet.

Einen weitergehenden EinfluB hat die Verwélbung auf die Schubelastizitit des
Balkens. Nach TIMOSHENKO 148t sich ein gebogener Balken mit verwélbten
Querschnitten leichter weiter scheren als ein Balken mit ebenem Querschnitt.
In der Denkweise der Theorie elastischer Linien 148t sich diese Vermutung
nicht beriicksichtigen. Deshalb geht TIMOSHENKO den Weg, die Schubstei-
figkeit GF durch eine Korrektion mittels eines Koeffizienten Tk im
HOOKE’schen Gesetz fiir die Scherung gemiB Gl. 2.6 zu modifizieren.

K = -T,6,Fy (2.6)

Die GroBe dieses Koeffizienten muB aus anderen Ansitzen hergeleitet und be-
griindet werden. Benutzt man hierfiir die Kontinuumstheorie, ist zu beachten,
daB nur die Schubsteifigkeit im BERNOULLI-Modell modifiziert werden
kann, da in dieser Theorie keine effektiven Moduln E oder G erlaubt sind,
sondern nur Ey und Gy als Konstanten eines isotropen Materials zugrunde
gelegt werden diirfen. Benutzt man hierfiir pragmatische MeBvorschriften,
lassen sich auch BERNOULLI’sche Modelle mit einem solchen Koeffizienten
in der Schubsteifigkeit erweitern.

Der Einflu8 der Verwdlbung lieBe sich allerdings auch ohne Einfiihrung eines
besonderen Koeffizienten im effektiven Schubmodul beriicksichtigen. Den-
noch wird auch in der vorliegenden Arbeit zur Kennzeichnung der Beriicksich-
tigung des Verwdlbungsbildes in effektiven Moduln ein Koeffizient eingesetzt.
Das Modell, das stringent auf Ey und Gy abgestiitzt ist, wird im folgenden als
TIMOSHENKO-Modell bezeichnet. Modelle, die pragmatisch andere Biege-
und Schubsteifigkeiten einfiihren, werden hier TIMOSHENKO’sche Modelle
genannt. Der TIMOSHENKO-Koeffizient wird im nichsten Abschnitt ausfiihr-
licher diskutiert.
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Bei der Definition der Bedeutung der Randbedingungen gilt die gleiche Argu-
mentation wie bei ihrer Festlegung bei der Einfithrung der Schubelastizitit in
Abschnitt 2.4.1.3. Die Verwdlbung 148t sich wie die Schubelastizitit bei der
Modellbildung fiir die Randbedingungen nicht mehr beriicksichtigen.

Zur Vollsténdigkeit werden die Gleichungen dieses Modells in den Gln. 2.7
zusammengestellt. Fir das TIMOSHENKO-Modell ist fiir den E-Modul Ey
und fiir den Schubmodul Gy einzusetzen.

K' = -oFi (2.7a) Womy- T—KG—F (2.7b)
K
M = - K+ ol (2.7¢) g - E—’I M 2.7d)

24.1.6 TIMOSHENKO-Koeffizient

Im TIMOSHENKO-Modell wird der dreidimensionale Effekt der Verwolbung
iiber eine Korrektion der Schubsteifigkeit eingefiihrt. Die historische Leistung
des TIMOSHENKO-Modells ist es, der Kontinuumstheorie dadurch einen
Eingriff in die technisch erfolgreiche Familie der BERNOULLI-Modelle zu
ermdglichen, die bis 1921 beinahe ohne Beriihrung nebeneinander standen.
Vor diesem Hintergrund wird verstindlich, da8 sich die Diskussion des TI-
MOSHENKO-Modells nach seiner Verdffentlichung fast ausschlieBlich auf
die Herleitung und Abstiitzung seines Korrektur-Koeffizienten auf den Er-
kenntnissen aus der Kontinuumstheorie konzentriert. Die Definition der
Kenngr6Ben wird in Anbetracht dieser Einwirkungsméglichkeit zunichst nicht
hinterfragt. Erst COWPER hat 40 Jahre spiter eine Weiterentwicklung des
Modells in dieser Richtung versucht

Es wurde schon in Abschnitt 2.4.1.3 ausgefiihrt, daB bei der Bestimmung des
TIMOSHENKO-Koeffizienten nur das Modulpaar Ey und Gy - also das TI-
MOSHENKO-Modell - zugrunde gelegt werden darf.

Zur Herleitung einer Bestimmungsgleichung fiir den Koeffizienten sind zwei
Wege maglich:

Der erste Weg, einen Ausdruck fiir die Korrektion zu gewinnen, fiihrt iiber den
Vergleich der aus dem TIMOSHENKO-Modell berechneten Phasengeschwin-
digkeit von Biegewellen mit dem Ergebnis des Modells der Kontinuumstheo-
rie; dies ist in einigen Spezialfillen méglich. Ein Spezialfall ist der Grenzfall
von Biegewellen auf unendlich langen Zylindern, fiir den POCHHAMMER
/15/ und CHREE /16/ eine exakte Beschreibung mit Hilfe der Kontinuums-
theorie gefunden haben. Ein weiterer Spezialfall liegt bei der Ausbreitungsge-
schwindigkeit von Biegewellen mit sehr kleinen reziproken Wellenzahlen im
Vergleich zur Balkenhdhe und -breite vor. In diesem Grenzbereich sollte ihre
Ausbreitungsgeschwindigkeit mit der Geschwindigkeit von RAYLEIGH’schen
Oberflichenwellen iibereinstimmen.
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Der zweite Weg der Berechnung folgt der Definition der Korrektion. Tk mo-
difiziert die Beziehung zwischen Querkraft und Scherwinkel, in der GYF als
allein form- und werkstoffabhingige Schubsteifigkeit festgelegt ist. Tk ergibt
sich im TIMOSHENKO-Modell dann als das Verhéltnis des Scherwinkels mul-
tipliziert mit GyF zur Querkraft. Ein derartiger Ausdruck 148t sich auch aus
Modellen der Kontinuumstheorie berechnen. Der Vergleich zwischen beiden
Ausdriicken fiihrt auf einen Koeffizienten, der einerseits von der Modellbil-
dung fiir Scherwinkel und Querkraft im TIMOSHENKO-Modell und anderer-
seits von der Modellbildung der entsprechenden KenngroBen mit der Konti-
nuumstheorie abhingt.

Zur Bestimmung dieses Verhiltnisses ist in der Kontinuumstheorie erforder-
lich, den Verschiebungsvektor und die Normal- und Schubspannungsvertei-
lung im Querschnitt des Biegebalkens zu berechnen. Dies ist nur in Modellen
fiir wenige Spezialfille vollstindig und fiir einige Fille mit zuverldssigen N&-
herungen méglich. Zu diesen Ausnahmen gehoren z.B. die Schwingungen einer
Lamelle, die statische Biegung eines Balkens durch ein Moment bei Abwesen-
heit einer duBeren Querkraft und die statische Biegung eines Balkens durch
eine Querkraft bei Abwesenheit eines duBeren Moments. Die statischen Last-
fille werden im Rahmen der Modellbildung mit der Kontinuumstheorie ein-
gehender behandelt. Es zeigt sich, daB sich Koeffizienten nur fiir einfachste
Querschnittsformen herleiten lassen. Dazu gehéren rechteckige, kreisformige
und elliptische Balkenquerschnitte.

24,612(1+0)/(29,58 +5,9420 +64,0770%)
24,612(1 +0)/(20,58 + 5,942 + 84,07707)

0,847
24,612(1 +0)/(29,58 + 59420 + 64,0777

(6+1209)/(7+ 120 +40%)

0,943 bzw. 0,962
lﬂ+1k+::;))(7+120+
6+120+ T+1

8+1207/(7 +120+40%)
(6+120+807)/(T+ 120 +40%)
(6+120+607)(7+ 120 +40%)
(6+120+807)(T+ 120 +40?)
:laﬂzcﬁ}ivhl;u)\mlmﬂlmn
+i +
(a+|?a+80%l(7+120+4ﬂ’)

9/10
0,9 fir E/G=26

910
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(6+60)(7 +70)

T
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T
T
T
T
v
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E
T

w

T
v
v
T
T
T
T
T

Art | kreistdrmiger Querschnitt

InTab. 2.2 sind die verdffentlichten Werte fiir TK ohne Anspruch auf Vollstén-
digkeit in Anlehnung an einen Ubersichtsartikel von KANEKO /17/ fiir den
rechteckigen und fiir den kreisformigen Querschnitt chronologisch aufgefiihrt.
Die Tabelle beleuchtet die Schwankungsbreite wohlbegriindeter Ansétze, Ni-
herungen und MeBwerte fiir TK, die einer Diskussion in der Literatur stand-
halten konnten. Eine Analyse der Begriindung jedes einzelnen Eintrags fiir Tk
in Tab. 2.2 liefert keine neuen Erkenntnisse im Rahmen dieser Diskussion; fiir
einige Koeffizienten ist die Ableitung in /17/ angedeutet.
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In den Veréffentlichungen wird in der Regel die Modelldefinition fiir den
Scherwinkel und die Querkraft nicht erldutert. Es ist davon auszugehen, daB
sich die Koeffizienten auf die Modellbildung nach TIMOSHENKO bezichen.
Nur die Werte von COWPER /14/, /37/ und die davon beeinfluBten Ergebnis-
se von STEPHEN /45/, die auf COWPERs Modellbildung bezogen sind, diirfen
wegen der abweichenden Definition der Kenngré8en nur bedingt in den Ver-
gleich einbezogen werden .

921
922
931
935
937
938
945
95
95
952
954
957
958
960
960
961
964
966
966
968
968
1968
1970
1972
1973
1975
1975
1976
1978

1979
1980
985

ZEZRIVAILRGAARLYBIIRRER

Zitat| Jahr | Art | rechteckiger Querschnitt
19/
1400
n
1/
142/
1431
144/
145/
1461

Auch die experimentelle Bestimmung des Tk ist offensichtlich nicht hilfreich
bei einer zuverlidssigen Bestimmung der Korrektion. Den Experimentatoren
gelingt die Verifikation sehr unterschiedlicher Tk jeweils fiir beide Quer-
schnitte. KANEKO kommt in /17/ zu dem Schlu8, daB wohl die TIMOSHEN-
KO /18/ angegebenen Beziehungen sachgerecht sind. (In/18/ revidiert TIMOS-
HENKO seine Angaben in seiner ein Jahr vorher erschienenen ersten Verof-

oder experimentell verifizierend (V) bestimmten TIMOSHENKO-Koeffizienten

fiir Biegebalken mit rechteckiger bzw. kreisférmiger Querschnittsfldche.

NEDERVEEN, SCHWARZLE
SCHNEIDER

COWPER
KRISHNAN, SRINIVASULY

MINDLIN, DRESIEWICZ

HIGUCH! et al.
HEARMON
ZEMANEK, RUDNIK
HARDIE, PARKINS
COWPER
SPENCE, SELDIN
TANJI

RITCHIE

KANEKO

HSU

DOWNS

STEPHEN
STEPHEN, LEVINSON
STEPHEN

Verfasser
TIMOSHENKO
HART

SPINNER et al.
TEFT

Tab. 2.2 Ubersicht iiber die in der Literatur aufgefundenen theoretisch (T), experimentell (E),
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fentlichung zu diesem Thema, vgl. Tab. 2.2). In Kap.3 wird versucht, den auf
den ersten Blick unverstédndlich groBen Wertebereich fiir die TIMOSHENKO-
Koeffizienten anhand der eigenen MeBwerte zu erldutern,

Einige Autoren sehen keine Moglichkeit, mit einem einzigen Korrekturkoef-
fizienten ein TIMOSHENKO-Modell auf den untersuchten Einzelfall anwen-
den zu kénnen. Es wird vorwiegend ein weiterer Koeffizient zur Korrektur der
Biegesteifigkeit EyI begriindet. AALAMI und ATZORI /47/ fiihren sogar bis
zu vier Korrekturfaktoren in ihr TIMOSHENKO’sches Modell ein, um die
MeBergebnisse an verschiedenen Profilen in einem solchen Modell beschrei-
ben zu kénnen.

Auch wird eine Frequenzabhingigkeit des Tk mit den Argumenten aus den
skizzierten dynamischen Bildern in Erwigung gezogen - zuletzt von STEPHEN
/43/ -, um fiir Biegewellen mit kleinen reziproken Wellenzahlen im Vergleich
zur Balkenhohe den oben erwidhnten Grenziibergang zu RAYLEIGH-Wellen
im Ausdruck fiir die Phasengeschwindigkeit zu erreichen.

Es kann aber nicht {ibersehen werden, daB man schon mit den Uberlegungen
TIMOSHENKO’s aus dem Verwdlbungsbild an der Grenze dieser Modellinie
angekommen ist. Fiir die Einbeziehung der dynamischen Aspekte kommen nur
pragmatische Korrektionen infrage. Durch eine groBe Zahl von Koeffizienten
ist es letztlich immer méglich, mit den Modellen die Experimente zu beschrei-
ben. Dies kann im Sinne einer phinomenologischen Beschreibung im Einzel-
fall sachgerecht sein. Aus diesen Koeffizienten kann aber keine verallgemei-
nerbare Aussage iiber ihre physikalische Ursache begriindet werden. Auch der
TIMOSHENKO-Koeffizient eignet sich nicht dazu, das Verwdlbungsbild mit
der Interpretation TIMOSHENKOs zu bestitigen oder zu quantifizieren.
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24.2 Modelle mit der Feder-Masse-Theorie

Wihrend der Grundgedanke der Modellbildung mit der EULER’schen Theo-
rie die Identifizierung des Balkens mit einer eindimensionalen, massebelegten
und elastischen Linie ist, liegt der Grundgedanke bei Anwendung der Feder-
Masse-Theorie darin, den Balken durch eine Anzahl von konzentrierten Mas-
sepunkten und masselosen Federelementen zu reprisentieren. Die Modellpa-
rameter kénnen daher nur diskontinuierlich definiert werden.

Im einfachsten Fall ist ein Balken durch zwei Massepunkte, die iiber eine Bie-
gefeder verbunden sind, nachzubilden. Die Biegung des Balkens kann bei
dieser einfachsten Modellbildung nur durch die kinematischen und dynami-
schen KenngréBen der beiden Punkte definiert werden. Entsprechendes gilt
fiir die Randbedingungen.

Die Masse des Balkens ist bei der Modellbildung auf beide Massepunkte zu
verteilen. Die Federkonstante der Biegefeder 1Bt sich mit dem BERNOUL-
LI-BILD durch eine MeBvorschrift bestimmen oder mit der gleichen Argu-
mentation wie in den Abschnitten 2.1.1 und 2.1.2 auf ein EI zuriickfiihren. Fiir
eine Modellbildung mit dem schubelastischen Bild kann man die reine Biege-
feder durch eine allgemeine Feder ersetzen, die auch die Schubsteifigkeit und
im Hinblick auf das Verwdélbungsbild auch Korrektionen der Steifigkeit be-
riicksichtigt. Auch die Drehtrégheit 148t sich in den kinematischen und dyna-
mischen Gesetzen formulieren.

Eine Verbesserung des Modells erhilt man durch eine Segmentierung des
Balken in eine groBere Anzahl von Massepunkten und Federn. Dabei bleibt
fiir ein Balkensegment die oben beschriebene Modellbildung grundsitzlich er-
halten. Die Verbindung der die Balkenstiicke représentierenden konzentrier-
ten Masse-Feder-Elemente erfolgt durch die inneren Gleichgewichts- bzw.
Stetigkeitsbedingungen fiir die kinematischen und dynamischen Kenngré8en.
Die duBSeren Randbedingungen sind die Werte der Kenngré8en an den Rand-
elementen.

Die Modellbildung fiihrt bei einer eindimensionalen Segmentierung des Bal-
kens in Richtung der Balkenachse zu einer linearen Biege-Kette (HOLZER-
Modell) oder bei einer zusitzlichen Segmentierung in y-Richtung zu einem
zweidimensionalen Netz aus Massepunkten und Federn (MYKLESTAD-Mo-
dell). In der Regel wird die Biegesteifigkeit in diesen Modellen auf das BER-
NOULLI-Bild abgestiitzt, s. z.B. /48/, /49/. Die Modelle werden hiufig bei der
Berechnung von Tragwerken zugrunde gelegt, bei denen sich eine Modellbil-
dung mit konzentrierten Elementen anbietet.

Im Grenziibergang zu einer Segmentierung eines Balkens durch eine unend-
lich groB8e Anzahl von Masse-Feder-Elementen sind die Feder-Masse-Modelle
dquivalent mit den Balkenmodellen mit der elastischen Linie, wenn die Bal-
kenparameter nach den gleichen Bildern definiert werden. Methodisch hat die
Modellbildung mit der Feder-Masse-Theorie zu den Ersatzschaltbildern der
akustischen Netzwerktheorie gefiihrt, s. z.B. /6/, /50/, /51/.
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Im Sinne der Systematik kann man die in der technischen Mechanik sogenann-
te Methode der finiten Elemente als eine mathematische Weiterentwicklung
der oben skizzierten Denkweise ansehen. Allerdings setzt die Anwendung der
Methode der finiten Elemente die hier diskutierte Modellbildung bereits
voraus. Dennoch werden die Modelle auf dieses mathematische Verfahren und
auf die jeweilige Anwendung abgestimmt. Die klassischen KenngréBen kdnnen
methodisch durch allgemeiner definierte Verriickungen zur Kennzeichnung
der lokalen Biegegeometrie und allgemeiner definierten Schnittkriften zur
Beschreibung der elastischen Wechselwirkung ersetzt werden. (In /52/, Seite
222 ff, wird die Modellbildung fiir kontinuierliche Schwingsysteme allgemein
beschrieben; in /53/ wird beispielsweise ein Biegemodell eines Balkens mit
einer Aufspaltung der Durchbiegung in zwei unabhingige Komponenten vor-
geschlagen.)

Man gelangt zu einer Segmentierung des Balkens in finite Balkenelemente,
deren Wechselwirkung untereinander durch Gleichgewichts- und Stetigkeits-
bedingungen fiir die elementbezogenen KenngriBen festgelegt ist. Die Bedeu-
tung der Randbedingungen erweitert sich entsprechend der Definitionen der
KenngréBen.

Bei der Anwendung dieser Methode sind stets zwei Schritte erforderlich: zum
einen die Festlegung der Eigenschaften des finiten Elements und zum anderen
die Segmentierung des zu beschreibenden Kérpers in diese Elemente. Der
erste Schritt ist eine Modellbildung im oben beschriebenen Sinne und nimmt
Bezug auf Bilder und auf die Feder-Masse-Theorie. Der zweite Schritt erfolgt
im Hinblick auf die angestrebte Rechenmethode zur Berechnung von Zielgrs-
Ben.

Die Weiterentwicklung der eigentlichen Modelle fiir die Beschreibung der
Elemente erfolgt heute vorwiegend unter dem Gesichtspunkt der Optimierung
der Rechenprozesse. Ein grundsitzlicher Fortschritt im Vergleich zu den
“technischen Modellen’ ist fiir die Beschreibung von Biegewellenleitern im
Rahmen einer Leitungstheorie nicht zu erwarten.
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2.4.3 Modelle mit der Kon_tinuumstheorie

Die Kontinuumstheorie erlaubt, elastische Kérper ohne Bezug auf Bilder im
Rahmen von theoretischen Lastfillen axiomatisch zu beschreiben. Ein Lastfall
kennzeichnet einen Satz von duBeren Randbedingungen fir Spannungen bzw.
Verzerrungen in der Oberfliche eines elastischen Korpers; er beinhaltet in der
Regel auch Annahmen iiber den inneren Spannungs- bzw. Verzerrungszustand,
iiber die Anwesenheit und Wirkung von Volumenkriften und iiber die Form
und die Symmetrie des Korpers.

In der Literatur wird bis auf seltene Hinweise in den einfiihrenden Kapiteln
(2.B. in /54 oder /55/) der theoretische Lastfall mit einem Modell gleichgesetzt,
z.B. in /56/ S.11. Die Notwendigkeit einer Modellbildung in dem hier verwen-
deten Sinne wird dadurch verdeckt, daB im allgemeinen bereits bei der For-
mulierung und Berechnung von Lastfillen innerhalb der Theorie Vereinfa-
chungen und Vernachléssigungen erforderlich werden. Nur sehr wenige spe-
zielle Lastfille lassen sich exakt l6sen. Dem EinfluB von Bildern und den aus
ihnen folgenden Einschrinkungen wird in Anbetracht der Komplexitit der ma-
thematischen Rechnung in der Regel keine Beachtung geschenkt.

Die Entwicklung eines Modells des Biegebalkens auf der Grundlage der Kon-
tinuumstheorie setzt rechenbare Lastfille voraus, die zur Biegung fiihren. Ein
allgemeiner Lastfall fiir das Problem ’einfache Balkenbiegung’ kann nicht for-
muliert werden; Spezialfille sind jedoch lgsbar. Als Grundlage fiir weitere Be-
trachtungen werden zunichst in Abschnitt 2.4.3.1 die Lésungen von zwei Last-
fillen vorgestellt.

Das Prinzip und die Probleme der Modellbildung werden danach in Abschnitt
2.4.3.2 als Grundlage zur Beurteilung der Balkenmodelle mit der Kontinu-
umstheorie im Hinblick auf ihre Verwendung zur Beschreibung von Biegewel-
lenleitern dargestellt.

2.43.1 Theoretische Lastfille der Biegung

Es sind bis heute Losungen fiir vier Lastfille der Biegung eines Balkens
bekannt: fiir die Biegung durch ein Moment, fiir die Biegung durch eine Quer-
kraft, fiir die Biegung durch eine gleichmiBig iiber eine Seitenfliche des
Balkens verteilte Last und fiir die Ausbreitung von Biegewellen in unendlich
langen Kreiszylindern.

Die beiden erst genannten statischen Lastfille sind ohne weitere Einschrin-
kungen lésbar. Sie sollen daher in gedringter Form vorgestellt werden und in
Abschnitt 2.4.3.2 dazu genutzt werden, exemplarisch die prinzipiellen Schwie-
rigkeiten bei der Modellbildung aufzuzeigen.
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Biegung durch ein Moment

i r Biegung durch ein Moment, der sogenannten ’rel_nen Bie-
lgafrlu?’,lézshtf zl-}agevon ei%nen% zylindrischen Balkep aus, de.r auf exner_Stlr‘;lﬂﬁﬁtg’:
ausschlieBlich durch ein Moment beaufschl‘agl ist. Es_ wird durch eine erN o
henkoordinate proportionale, von der Breltenkoordmate_ unabhhnﬁge}? (ci)es
malspannungsverteilung auf der Stirnfliche erzeugt. Die Mantelfliche

Balkens ist spannungsfrei.

(c)

(b}

Abb. 2.7 Biegegeometrie eines durch ein Drehmoment
gebogenen Balkens
(a) mit einer Querkontraktionszahl von 0,3
(b) mit einer Querkontraktionszahl von 6 .
(c) belastete Stirnflache des Balkens mit der Querk_ontraktlons-
zahl 0,3 mit hundertfacher Ubertreibung der Verwdlbungen
normal zum mittleren Drehwinkel der Stirnfliche

Die sich ergebende Biegegeometrie wird durch die Ver_schiebungen in Abhén-
gigkeit von den Balkenkoordinaten, s. Gln. 2.8, beschrieben.

ulx,y.z) =-c xz : (2.8a)
vI(x.y.,z) = ceyz (2.8b)
wixy.z) =3 c P+ o (x8-2°) (2.8¢)
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Abb. 2.7a zeigt eine daraus resultierende Form eines gebogenen Balkens mit
rechteckigem Querschnitt und einer willkiirlich gewahiten Liinge bei einer rea-
listischen Annahme einer Querkontraktionszahl von 0,3; Abb. 2.7b zeigt den
gleichen Balken fiir eine iibersteigerte Querkontraktionszahl von 6 zur Ver-
deutlichung der prinzipiell auftretenden Verzerrungen.

Abb. 2.7¢ zeigt noch einmal die belastete Stirnfliche des Balkens in Abb. 2.7a.
Die Verwslbung normal zum mittleren Drehwinkel der Stirnfliche ist nun hun-
dertfach verstirkt. Man kann erkennen, daB die Stirnfliche zylinderférmig
konkav ausgebildet ist: auch ohne Auftreten einer Schubspannung in der Stirn-
fliche sagt die Kontinuumstheorie eine Verwélbung voraus.

°  Anmerkung

Eine Querkontraktionszahl von 6 ist unphysikalisch. Die Gleichun, zeigen jedoch,
i‘:g nur ein derart iibertriebener Wert geniigt, die Verzerrungen ﬁﬁch werden zu
en.

Die Verzernungen sind eine Folge der Annahme, daf die Normals, im Balken
linear von der Hohenkoordinate z abhdngt. Bei geeigneter Wahl der Normalspan-
nungsverteilung iiber dem Querschnitt 14t sich erreichen, dap keine Verwélbung auf-
n.

In diesem Lastfall konnen dem Balken alle Randbedingungen der Verschie-
bungen aufgeprigt werden, die keine Schubspannungen auf der Stirnfliche zur
Befriedigung der lokalen Gleichgewichtsbedingungen erfordern. In den Abb.,
2.7 sind die Randbedingungen der linken Stirnfliche so gewdhlt, daB keine
Starrkérperbewegungen in den Verschiebungen auftreten und daB der Mittel-
punkt der Stirnfliche ortsfest, w(0,0,0) =u(0,0,0) =v(0,0,0) =0, und drehfest,
dw/dx(0,0,0) = 0, gelagert ist.

Vergleicht man das Ergebnis dieses theoretischen Lastfalls der Kontinuums-
theorie mit den Bildern der Biegung, unterstiitzen sie fiir kleine Auslenkun-
gen in hohem MaBe die BERNOULLI’sche Annahme ebener Querschnittsfli-
chen: im Grenziibergang Durchbiegung gegen null gehen die verwdlbenden
Terme in den Gln. 2.8 iiberproportional gegen Null.

Die Fasern auf halber Hohe (z=0) des Balkens bleiben neutral gegeniiber
Léingsdehnungen. Dies unterstiitzt ebenfalls die BERNOULLI'schen Annah-
men. Allerdings verformen sich die Querschnittsflichen kissenformig. Der
Krimmungsradius ihrer Randkurven ist proportional zur Querkontraktions-
zahl und zur Kriitmmung der neutralen Fasern.
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Biegung durch eine Querkraft

tfall der Biegung durch eine Querkraft wird der B_alken durch eine
ISTh\E;:pannung auf gergStirnﬂz’iche bei x=1 gebogen. Fﬁr‘dle Schubspannung
wird gefordert, daB ihre Wirkung der Wirkung einer auf}hes'er Stirnfldche an-
greifenden Querlast entspricht. Die Randbedingungen fiir die Schubspannu:!g
werden also nicht lokal, sondern integral iiber die Stirnfliche vorgegeben. Die
Stirnfliiche ist iiberall frei von Normalspannungen.

(c)

(b)
Abb. 2.8 Biegegeometrie eines durch eine Querkraft
gebogenen Balkens
(a) mit einer Querkontraktionszahl von 0,3
(b) mit einer Querkontraktionszahl von 6 )
(c) belastete Stirnfliche des Balkens mit der Querkontraktions-
zahl 0,3 mit hundertfacher Ubertreibung der Verwélbungen
normal zum mittleren Drehwinkel der Stirnfliche

Fiir die Stirnfliche bei x =0 gelten die gleichen Randbedingu_mgen wie im Last-
fall der Biegung durch ein Moment. Das Drehmomegt (B__ncgemomem).baut
sich proportional zum Abstand von der be]asteteq Stirnfldche au.f und ist so
iiber die Querschnitte verteilt, wie im Falle der Biegung durch ein Moment.
Die Mantelfliche des Balkens bleibt spannungsfrei.
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Die Losung dieses Lastfalles ist abhéingig von der Form der Stirnfliche. Es 148t
sich zeigen, daB jede Querschnittsform eine eindeutige Schubspannungsvertei-
lung auf der rechten Stirnfliche erzwingt. Bine geschlossene Losung fiir diese
Verteilung ist nur fiir wenige Querschnittsformen bekannt /57/. Zu ihnen
gehoren die wichtigen Fille Kreis und Rechteck.

Die sich ergebende Biegegeometrie beschreiben die Verschiebungen in Ab-
héngigkeit von den Balkenkoordinaten in den Gln. 2.9 (nach /57/).

___=C _1.2 2

ulxy.z) = E,1 [z(lx XTI+ X +zy ] (2.9a)
= L - 2.9b

v (x.y.z) B I (1-x) zy (2.9b)
- _C [1,4_ 2_.,2y,1,,2_1.3

wixy.z) = E,I [2(1 x) e (2°-y%) +31x" - 5x J (2.9¢)

Die in GI. 2.9a auftretende Funktion y beriicksichtigt die Abhingigkeit der
Schubspannungsverteilung von der Querschnittsform. In Gl 2.10 ist diese
Funktion fiir den Kreis- (mit dem Durchmesser d) und in Gl. 2.11 fiir den
Rechteckquerschnitt (mit der H5he h und der Breite b) angegeben, s. /57/.

X(y.z,0) == 3 (3+2) d®z +1 (2%-3zy?) (2.10)

X (y.z.h.b) =5 (2+6) (2°-32y%) +3 (S0°- (1+)h®) 2+

z z
3 ® n _2nn- ~2rn=
b -4 e“" b -e b
+ 2= 3 z (__1]3 5 C0S (2rnd) (2.11)
2n” & on L b

Abb. 2.8a zeigt eine daraus resultierende Form eines gebogenen Balkens mit
rechteckigem Querschnitt mit einer realistischen Annahme einer Querkon-
traktionszahl von 0,3; Abb. 2.8b zeigt den gleichen Balken fiir eine iiberstei-
gerte Querkontraktion von 6 zur Verdeutlichung der prinzipiell auftretenden
Verzerrungen.

Wie in Abb. 2.7¢ wird in Abb. 2.8¢c der zur Verwdlbung der Stirnfliche des
Balkens von Abb. 2.8a beitragende Teil der Verschiebungen besonders heraus-
gestellt. Bei dieser hundertfachen Verstirkung ist die nun dem Verwolbungs-
bild entsprechende Wirkung der ungleichmiBigen Schubspannungsverteilung
zu erkennen.

Das Verschiebungssystem weist in diesem Lastfall nur noch die zentrale Faser
als neutral gegeniiber Lingsdehnung aus. Die Verzerrungen der Querschnitts-
flichen sind abhingig von der Lingskoordinate: eine Komplikation, die in den
Bildern nicht angenommen wird.
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2.4.3.2 Modellbildung

Zur Definition der kinematischen und dynamischen KenngréBen in einem
Modell stellt die Theorie das Vektorfeld der Verschiebungen und das Tensor-
feld der Spannungen zur Verfiigung, fiir die nur auf Naherungen beruhende
Zusammenhinge vorliegen - mit Ausnahme der angegebenen Spezialfille. Fiir
die Formulierung eines sachgerechten eindimensionalen Modells fiir einen
Biegewellenleiter sind aus den Theorieparametern z.B. durch mittelwertbil-
dende Integrale KenngréBen zu definieren. Die Definitionen hingen vom zur
Modellbildung ausgewihlten Lastfall ab, da Vereinfachungen und Vernachlés-
sigungen lastfallabhdngig anders zu beurteilen sind. Die Wahl des Lastfalles
hingt wiederum vom Bild ab, das man zur Bildung des Modells benutzt.

> Anmerkung

Diessoll an einem Beispiel ausgefiihrt werden: Durch beide vorgestellten Lazya"lle wird
beispielsweise die Definition des Drehmoments (Biegemoments) als Integral der Nor-
malspannung iiber die Querschnittsfliche nahegelegt. Das BERNQULLI-Bild erlaubt
die gleiche Aussage. Dennoch ist diese Identifizierung eine vereinfachende Modellbil-
dung, weil in beiﬁi Lastfiillen eine Normalspannungsverteilung in den Querschnitts-
flichen vorausgesetzt wird, die linear von z abhdngt. Mit einer anderen Annahme iiber
die Normalspannungsverteilung im Lastfall deerg durcheine %erlqaﬁ laptsich
das Problem nur nicit explizit losen. Andere Ann n widersprechen aber nicht den
Axiomen der Kontinuumstheorie. Welche Annahme im realen Balken zutrifft, kann
gegebenenfalls durch Beobachtung bestimmt werden, also durch Bilder.

Die Definition der Randbedingungen fiihrt gegebenenfalls zu dhnlichen Pro-
blemen. Die Kontinuumstheorie fordert die Vorgabe der Komponenten der
Verschiebungen oder Spannungen in jedem Oberflichenelement des zu be-
schreibenden Korpers. Diese lokalen Randbedingungen miissen den lokalen
Gleichgewichtsbedingungen der Spannungen und den Kompatibilititsbedin-
gungen der Verschiebungen geniigen. Die Umsetzung makroskopischer Rand-
bedingungen eines realen Biegeproblems in die theoriebedingte, mikroskopi-
sche Form der Randbedingungen ist nicht in jedem Falle moglich. Das gleiche
gilt fiir die Umkehrung.

Einerseits sind nicht alle phinomenologisch einsichtigen, makroskopischen
Randbedingungen mit den lokalen Nebenbedingungen vereinbar. Dies betrifft
z.B. die Vorgaben fiir die Querkraft. Wie bereits im Rahmen der Diskussion
des Verwolbungsbildes ausgefiihrt, ist es unméglich, auf der Stirnfldche eines
Balkens eine gleichverteilte Schubspannung vorzugeben und sonst alle Span-
nungen auf dieser Fliche und den angrenzenden Mantelflichen zu Null zu
setzen.

Andererseits lassen sich mikroskopisch formulierbare Randbedingungen
in der Praxis nur niherungsweise realisieren. Typisches Beispiel fiir diese
Schwierigkeiten sind die "einfachen’ Randbedingungen. Man bendtigt entwe-
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der ein iiber alle MaBen steifes Material zur Abstiitzung der Spannungen ohne

auftretende Verschiebungen oder man benétigt ideale Punktlager z.B. als

hD'redhgelenke. die die Querkrifte aufnehmen, die Verdrehung aber nicht be-
indern.

Die Definition der Balkenparameter in einem Modell mit der Kontinuums-
theorie ist unproblematisch. In der Theorie treten die Dichte und der elasti-
sche Tensor auf, der im isotropen Fall durch den YOUNG’schen Modul und
durch den Schubmodul vollstindig bestimmt ist. Vernachlissigt man die aus-
lenkungsabhingigen Anderungen der Formparameter, lassen sich Biegestei-
figkeit und Schubsteifigkeit des Balken mit dem BERNOULLI-Bild und dem
schubelastischen Bild wie in den 'technischen’ Modellen als EyI und GYF de-
finieren. Die Angaben zu den Steifigkeiten sind dann lastfallunabhingig und
stets eindeutig.

Benutzt man den Lastfall der reinen Biegung zur Modellbildung, bietet sich
als N&herung fiir kieine Auslenkungen an, die makroskopischen Kenngré8en
gerade so zu bilden wie bei den ’technischen’ Biegemodellen. Denn die Biege-
geometrie in Abb. 2.7a macht deutlich, daB Einwirkungen der Querschnitts-
verzerrung nur eine untergeordnete Bedeutung haben. Als Randbedingungen
in einem solchen Modell sind nur die im Lastfall vorausgesetzten Annahmen
erlaubt. Dies heiBt insbesondere, daB keine Schubspannungen auf den Stirn-
flichen auftreten diirfen. Ldst man sich von dieser Einschrinkung, muB man
die Schubelastizitiit des Balkens vernachlissigen. Man erhilt das BERNOUL-
LI-Modell - die Biegesteifigkeit ist hier notwendigerweise Eyl - auf der Basis
einer anderen Theorie.

Die Biegung durch eine Querlast verzerrt im direkten Vergleich zur Biegung
durch ein Moment bei dhnlicher Auslenkung die Querschnittsfliche stirker
und qualitativ in einer anderen Weise. Es liegt nahe, den Definitionen von TI-
MOSHENKO oder auch COWPER (s. Abschnitt 2.4.1.4) zu folgen und auch
die Modellbildung so wie dort fortzusetzen. Allerdings ist in diesem Lastfall
ein duBeres Drehmoment nicht erlaubt. Diese Einschrinkung 148t keine allge-
meinere Modellbildung zu, es werden geeignetere Lastfille benstigt.

Zw_ei allgemeine Prinzipien kénnen in der Kontinuumstheorie dazu dienen,
weitere Lastfille niherungsweise zu berechnen: das Superpositionsprinzip
und das St. VENANTsche Prinzip.

Das Superpositionsprinzip sagt aus, daB sich bei Uberlagerung zweier unab-
hingiger Spannungssysteme auch die Verschiebungsfelder addieren. Aus der
Betrachtung der beiden Biegelastfdlle wird deutlich, daB dies nur dann eine
gute Nidherung sein kann, wenn die Auslenkungen so klein bleiben, daB die
Formverzerrungen der Querschnittsflichen noch keine Rolle spielen, die Ver-
zerrungen selbst also zu vernachléssigen sind. Unter Beriicksichtigung dieser
Einschrankung ist es dann moglich, Modelle auf der Basis verschiedener Last-
félle zu bilden.
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Das St. VENANT’sche Prinzip sagt aus, daB ein lokales Spannungssystem, das
in einem kleinen Teilvolumen eines Kdérpers aufgebracht wird und in der
Summe keine resultierende Kraft- oder Momentenwirkung erzeugt, lediglich
Verzerrungen hervorbringt, die in einem Abstand von diesem Teilvolumen
vernachlidssigbar sind, wenn dieser Abstand groB8 ist im Vergleich zu den
Abmessungen des Teilvolumens.

Dieses Prinzip wurde lange Zeit als allgemeingiiltig betrachtet. v.MISES /58/
konnte jedoch zeigen, daB eine wesentliche Voraussetzung des Beweises von
St. VENANT ist, daB der Kérper wenigstens in einer Richtung unbegrenzt sein
muB. Eine Anwendung auf allseitig begrenzte Kérper ist nach v.MISES nicht

gerechtfertigt.

Das St. VENANT’sche Prinzip wird in der Kontinuumstheorie extensiv als
Argument benutzt, die Wirkung von lokalen Krafteintrdgen (von Punktkraif-
ten), wie sie z.B. von lokalen Stiitzkriften auftreten, oder die Wirkung von
Randbedingungen auf komplizierteren Berandungsgeometrien in groBen Ab-
stinden als gleichmiBig verteilt anzunehmen. Eine ausfiihrliche Diskussion
der Einbringung von duBeren Kriften im Hinblick auf die Biegung von Balken
findet man bei FILON, /59/.

Bei der Fortpflanzung von Biegewellen ist nach Abschnitt 2.2.5 eine Abhén-
gigkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit von der reziproken Wellenzahl und
den Querabmessungen des Balkens zu erwarten. Um diesen Aspekt in ein
Modell umsetzen zu koénnen, ist ein Lastfall in der Kontinuumstheorie zu
formulieren, der dieser Vorstellung Rechnung trigt. POCHHAMMER /15/
und CHREE /16/ gelingt die Losung fiir die Wellenausbreitung in unendlich
langen Kreiszylindern durch den Ansatz periodischer Randbedingungen. In
der Nihe der Oberfliche begrenzter Kérper kénnen komplizierte Spannungs-
und Verzerrungszustinden auftreten, die die Wellenausbreitung wesentlich
beeinflussen. Es fehlen geeignete Bilder des Einflusses der Oberfliachen, die
zu einer zuverlidssigen Modellbildung herangezogen werden konnen.

Auch im Rahmen der Modellbildung mit der Kontinuumstheorie kann man die
dynamischen Aspekte durch die Einfithrung effektiver Elastizitdtsmoduln be-
riicksichtigen. Bei der dynamischen Biegung ergeben sich natiirliche Grenzen
des E-Moduls. Bei groBen reziproken Wellenzahlen im Vergleich zu den
Querabmessungen des Balkens wird sich der YOUNG’sche Modul ergeben, da
die Querkontraktion unbehindert ist. Im Grenzfall kleiner reziproker Wellen-
zahlen im Vergleich zu den Querabmessungen des Balkens ist als E-Modul der
fiir die Platte geltende Modul (zum Plattenmodul s. z.B. /54/) zu erwarten, weil
die Querkontraktion aus dynamischer Sicht in der Kernzone des Balkens blok-
kiert ist.
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Die dyr_lam.isch_e Abhﬁl.lgigkcit des E-Moduls fiihrt dazu, daB auch die Phasen-
geschwindigkeit von Bl'egewellen bei konstanter Wellenzahl eine Funktion der
B:lillll‘;enabrg?ssur;:gcnkwud. Es gibt in der Literatur eine groBe Anzahl von Vor-
schldgen, diese Funktion ndherungsweise mit der Konti i -
rechnen, s. z.B. /62/ oder /63/. 8 ainuumstheorie zu be

Zur Absch'ﬁtzung der quantitativen Auswirkung dieses Effektes auf die Pha-
sengeschwindigkeit von Biegewellen zeigt Abb. 2.9 diese Funktion im Uber-
gang von schmalen zu flachen zylindrischen Balken nach /63/. Der EinfluB
bewirkt bei einer Querkontraktionszahl von 0,3 eine relative Verinderung der
Phasengeschwindigkeit um ca. 5%. Eine Vernachlissigung des dynamischen
Aspektes kann daher zu erheblichen Fehlern bei der Berechnung von Zielgro-

Ben fiihren.

/

6=0,5 5=0,3

Es werden in der Lite-
ratur fiir viele Einzel-
fdlle Niherungen an-
gegeben. Die in sol-
chen Zusammenhin-
gen vorgeschlagenen,
begriindbaren Erwei-
terungen der einfa-
chen Modelle eignen
sich nicht fiir ein
allgemeines Modell
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rel. Phasengeschwindigkeit

eines Biegebalkens !

unter dyngamischer 0 03 ! 03 ‘
Biegebeanspruchung. h/b b/h

Eine 'konscquente Be- Abb.2.9 Abhingigkeit der Phasengeschwindigkeit
schreibung von Biege- von Biegewellen beim Ubergang von
wellen auf Balken mit schmalen zu flachen Balken

Hilfe der Kontinu- nach GAZIS und MINDLIN /63/
umstheorie scheitert fiir drei Querkontraktionszahlen

auch an den mathema-
tischen Schwierigkeiten, Biegelastfille zu rechnen. Ein weit i

4 5 ] . erer entscheiden-
der Grunfi liegt aber darin, daB Biegemomente und Querkrifte in aufwendige-
ren Lastfillen nicht m.ehr lokal definierbar sind, sondern in der Nihe von Stirn-
flichen von der weiteren Umgebung abhiingen, s. KARMAN /64/ und
S.EEW{\LI.) 165/_. Danmit ist eine wesentliche Voraussetzung fiir die Ableitung
eines emdnmensto_nalen Modells nicht gegeben. Fiir Modelle zur Beschreibung
von _Ultraschall-B1egewellcnteitern im Rahmen einer Leitungstheorie, die es-
s;ll':t'}ellt Yondd}:r lokalen Definition der KenngroBen aus den FeldgroBen
abhangt, ist daher von den Konzepten der Kontinuumstheorie ei -
ter Fortschritt nicht zu erwarten. corle eln sachgerech
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3 Beurteilung der Modelle

3.1 Einfithrung

Die Beurteilung der Modelle im Hinblick auf die Beschreibung von Ultra-
schall-Biegewellenleitern bedarf der Definition von Bewertungskriterien. Der
Biegewellenleiter ist aus Kompatibilitdtsgriinden als Leitung im Rahmen einer
akustischen Netzwerk- bzw. Leitungstheorie zu beschreiben. Eine eindimen-
sionale Leitungstheorie fordert die Moglichkeit, den Leiter in Abschnitte zu
segmentieren, diese Abschnitte als Leitungsstiicke einzeln zu beschreiben und
sie iiber ihre FeldgréBen aneinander anzuschlieBen. Daraus folgt, daB die
kinematischen und dynamischen KenngroBen der Biegemodelle als Feldgro-
Ben definierbar sein miissen, die dann als KlemmengréBen den Zustand der
Leitung an jeder Stelle vollstindig und eindeutig kennzeichnen.

Aus grundsitzlichen Uberlegungen, s. /66/, ist zu fordern, daB das Modell den
Biegewellenleiter als reziprok beschreibt. Das Reziprozitdtstheorem verlangt
lineare Zusammenhinge zwischen den Klemmengré8en an verschiedenen
Stellen der Leitung und erzwingt Nebenbedingungen zwischen den Koeffizien-
ten der linearen Gleichungen.

Dariiber hinaus werden im Hinblick auf die Zuverlissigkeit des Modells zur
Beschreibung von Biegeschwingungen typische Kriterien herangezogen: Ein
Modell zeichnet sich aus durch die Genauigkeit der quantitativen Voraussagen
und durch den Grad der Vollstindigkeit der Erfassung der qualitativen Aspek-
te der Wellenausbreitung. Grundlage der Beurteilung beider Kriterien soll
eine meBtechnische Auswertung von Parametern der Biegeschwingungen sein,
die selbst unabhingig von den zu bewertenden Modellen ist. In den Abschnit-
ten 3.3 und 3.4 wird deshalb zunéchst ein solches MeBverfahren etabliert und
begriindet, bevor im Abschnitt 3.5 die Modelle durch einen Vergleich mit den
MeBwerten bewertet werden.

In Abschnitt 3.2 wird zunéchst abgeschitzt, inwieweit die Voraussetzungen der
‘einfachen Balkenbiegung’ bei den Messungen und bei den Anwendungen in
der Ultraschalitechnik verifiziert sind.
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32 Verletzung der Voraussetzungen der einfachen Balkenbiegung’

Die. Diskussion folgt, soweit sie zu den Voraussetzungen erforderlich ist, der
Reihung und Kennzeichnung aus Abschnitt 2.2,1.2:

(2) Zur Oberlagerung durch andere Lastfalle

Biegewellenleiter sind - entgegen der Voraussetzung der Modelle - in Ultra-
schall-Apparaturen z.B. durch die Halterungen durch zusitzliche Spannungs-
systeme belastet. Zur prinzipiellen Abschitzung der GréBenordnung der
durch diese iiberlagerten Lastfille auftretenden Einfliisse auf die Biege-
schwingungen kénnen die Untersuchung von SCHAFER /67/ herangezogen
werden. Aus seinen Berechnungen kann der EinfluB einer Lingsdehnung
durch eine zusitzliche Zugspannung auf die Biegeeigenfrequenzen eines frei-
en Kragbalkens abgeleitet werden. Bei einer Dehnung um 0,1% ergibt sich
danach bei einem Balken mit h/l =0,1 eine Erhéhung der untersten Eigenfre-
quenz von ungefdhr 5%. Der EinfluB steigt mit der Lingsdehnung und sinkt
quadratisch mit h/l. /67/ enthilt auch einen Uberblick iiber die Literatur zu
dieser Fragestellung. Fiir andere Lastfille findet man Amnbhaltspunkte in /68/,
/69/ und /70/.

(¢) Zur Voraussetzung kleiner Verdrehungen

Bei den Messungen kann die Voraussetzung kleiner Verdrehungen gewihrlei-
stet werden, wenn man kritische Geometrien vermeidet, die durch Spannungs-
iiberhohungen lokale Uberdehnungen erzeugen kénnen. Da bei Ultraschall-
wellenleitern mit Schwingungsamplituden bis zu einigen 100 + 10°® m bei rezi-
proken Wellenzahlen im cm-Bereich zu rechnen ist, wird diese Bedingung auch
bei vielen Anwendungen eingehalten werden kénnen,

(d) Zur Homogenitit des Werkstoffes

4bb. 3.1 zeigt eine Dichtemessung an einer Aluminiumprobe einer handelsiib-
lichen Werkstoffqualitit, die zur Herstellung von Wellenleiter geeignet ist.

o 10N T % ¥
S oo BN Abb. 3.1
S P ij i.‘ PEOE : Mittlere relati-
¢ omf ¥ _®T g o BE ve Dichte in
@ ¥ T F . S den Ringzonen
S e C oo :}-" P if} einer Kreis-
prt N scheibe aus Alu-
E osw Do I minium
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rel. Durchmesser
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Dargestellt ist die mittlere relative Dichte, die fiir die punktiert_ angedeuteten
Ringzonen der Probescheibe ermittelt wurde. Die Messung zeigt Streuungen
der Dichte, die in den Randzonen des Halbzeuges bis zu 1% betragen kénnen.
Die Homogenitit dieses Materials ist nur in beachtlichen Grenzen ggwﬁhrlcl-
stet. Die aus dieser Messung abzuleitende Schwankungsbreite der Dichte des
Vollmaterials iiber dem Durchmesser erreicht maximal 0,2%. SPINNER, REI-
CHARD und TEFT /30/ erhalten bei der Gegeniiberstellung der Dichte_n zZwi-
schen ihren aus einer Charge geschnittenen Stahlproben relative Abweichun-
gen von maximal 0,08%.

(e) Zur Isotropie der Werkstoffe

Die Isotropie eines Werkstoffes, z.B. eines handelsiiblichen Aluminjumwerk-
stoffes, entsteht durch polykristalline Verbindung von anisotropen Mikro-
strukturen mit statistisch gleichverteilten Orientierungen. Bedingt durch den
HerstellungsprozeB des Werkstoffes bzw. durch die Fertigung df.s Werkstiik-
kes ist die Isotropie in realen Balken bzw. Wellenleitern durch Elgen'spa.nnun-
gen und durch Verfestigung gestort. Wie groB dieser Einflu8 ist, wird in der
Literatur erst in jiingster Zeit diskutiert. Die Untersuchungen von KING /71/
deuten darauf hin, daB der EinfluB von untergeordneter Bedeutung ist.

(f) Zur Voraussetzung eines linearen HOOKE’schen Gesetzes

Eine Abschidtzung 1012

nichtlinearer Ef-
1.010 /

fekte erlauben die
theoretischen Un- 1008 va
1,006

tersuchungen von
CHU und HERR-
MANN /72/. Abb.
3.2 zeigt die zu er-
wartenden Abwei-
chungen der Reso-
nanzfrequenz eines 1,000
Balkens bezogen auf 0
die lineare Nihe- rel. Auslenkung

rung in AbRANGIE- A, 32 Einflug nichtlinearer Effekte auf die Reso-
keit vom Verhaltnis nanzfrequenz einer freien Biegeschwin-

der Auslenkung zur gung (nach CHU und HERRMANN /72))

1.004

1.002

rel. Resonanzfrequenz

7

0.02 0.04 0.06 0,08 0.1

(g) Zur Voraussetzung adiabatischer Zustandséinderung
Die Temperaturabhingigkeit der Elastizitdtsmoduln (fir Aluminium typisch -

0,049%/K im Bereich 300 K) und die Wirmeausdehnung (fiir Aluminium typisch
ca. 24 - 10°%/K) bestimmen im wesentlichen die Einfliisse der Temperatur auf
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die Balkenbiegung. Die zur Bewertung der Modelle angestellten Messungen
werden bei so kleinen Auslenkungen durchgefiihrt, da8 keine entscheidenden
Temperaturerhohungen durch innere Verluste auftreten. Bei Anwendungen in
der Ultraschall-Energietechnik konnen erhebliche TemperaturerhShungen
auftreten, die z.B. signifikant die Resonanzfrequenz erniedrigen, so da8 gege-
benenfalls eine Nachfiithrung der Betriebsfrequenz erforderlich ist.

Der EinfluB der Warmeleitfidhigkeit spielt zunehmend bei kiirzeren rezipro-
ken Wellenzahlen eine Rolle, weil dann wihrend der Schwingung zwischen
Schwingungsminima und -maxima nennenswerte Ausgleichsvorginge ablaufen
koénnen: die Zustandsdnderungen werden isotherm. Der Unterschied zwischen
dem adiabatischen und dem isothermen E-Modul kann nach GRUNEISEN, s.
FORSTER /59/, auf ca. 0,02% bei einer Temperatur von 300 K geschiitzt
werden.

3.3 Auswahl der Mefiverfahren

Zunichst sei vorausgesetzt, da die Materialkonstanten und die Abmessungen
des Balkens zuverléssig und genau bekannt, die Voraussetzungen der ’einfa-
chen Balkenbiegung’ hinreichend erfiillt und die Randbedingungen jeweils im
Sinne der Modelle vorgebbar sind. Dann bieten sich einerseits die Kenngro-
Ben selbst und andererseits direkt oder indirekt ableitbare Funktionale der
KenngroBen als MeBgroBien in Abhéngigkeit einer zeitinvarianten, monofre-
quenten Erregung an. Zur zweiten Gruppe der MeBparameter gehoren z.B. die
Ausbreitungsgeschwindigkeit, die Resonanzfrequenzen von Leitungsstiicken
und die in Abhéngigkeit von der Frequenz bestimmten Ubertragungsfunktio-
nen, zu denen insbesondere Verhiltnisse zwischen Kenngréien gehoren (z.B.
spezifische Impedanzen, s. Abschnitt 5.2.3). Es ist zundchst zu untersuchen,
welche MeBverfahren fiir Querkrifte und Drehmomente, Durchbiegungen und
Verdrehungen fiir den schwingenden Balken zur Verfiigung stehen.

In diesem Zusammenhang ist eine Vorbemerkung erforderlich: Eine iibliche
Methode der Schwingungsanalyse ist das Studium des prinzipiellen Verhaltens
der Schwinger an Ersatzsystemen. Gestiitzt auf das Ahnlichkeitsprinzip, er-
zeugt man diese Ersatzsysteme durch isometrische VergréB8erung oder Ver-
kleinerung aller Abmessungen. Dadurch transponiert man die Messung in
leichter zugédngliche Bereiche der MeBparameter. Bei der Vermessung longi-
tudinaler Schwingungen eines Balkens ist die Etablierung solcher Ersatzsyste-
me leicht méglich,weil die Schallausbreitung in guter Ndherung nur von den
relativen und nicht von den absoluten Abmessungen dieser Wellenleiter ab-
hidngt. Beim Biegewellenleiter ist diese Methode problematisch, weil sich
seine Parameter auch in erster Ndherung nicht isometrisch dndern, und im
Hinblick auf einen Modellvergleich nicht sachgerecht, weil die wichtigen Mo-
delle versuchen, die meBbaren Effekte hoherer Ordnung zu beriicksichtigen.
Sachgerechte MeBverfahren miissen daher bei den Abmessungen und folglich
bei den Frequenzen durchgefiihrt werden, fiir die die Modelle verifiziert wer-
den sollen.
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Fiir die Messung der dynamischen KenngréBen Kraft und Drehmoment sind
keine hier einsetzbaren MeBwertaufnehmer bekannt. Experimentelle Span-
nungsanalysen werden mit der Methode der Spannungsoptik (in der Regel an
Ersatzsystemen) durchgefiihrt; dieses Verfahren erlaubt aber in diesem Zu-
sammenhang keine geniigend genauen quantitativen Messungen.

Fiir die Messung der kinematischen Kenngré8en kann ihre Bestimmung auf
die Messung der Verschiebung bzw. der Schnelle - die zeitliche Ableitung der
Verschiebung - zuriickgefiihrt werden. Auch fiir diese Parameter existieren
qualitative MeBverfahren, z.B. holographische Bildtechniken, siehe z.B. LEIS-
SA /73/, oder die Abtastung der abgestrahlten Schallintensitdt. Das letztere
Verfahren ist allerdings wegen des komplizierten Luftschallfeldes einer Bie-
geschwingung in bezug auf die erzeugende Festkorperschwingung kaum aussa-
gefdhig.

Fiir die quantitative Messung der Verschiebungen bzw. der Schnellen an der
Oberfliche der Wellenleiter stehen neben mechanisch abtastenden, piezo-
elektrischen oder elektrodynamischen MeBwertaufnehmern beriihrungslos
einsetzbare kapazitive und elektrodynamische Aufnehmer zur Verfiigung. Alle
Aufnehmer sind sensitiv fiir eine Richtung des Verschiebungs- bzw. Schnelle-
vektors in der Oberfliche und mitteln jeweils iiber ihre Kontakt- bzw. effektive
Kopplungsfldche. Die mechanisch koppelnden Wandler haben den entschei-
denden Nachteil, da8 sie zu einem Bestandteil des Schwingsystems werden und
die Schwingung nicht nur dimpfen, sondern mit bestimmen konnen. Dieser
EinfluB ist bei berithrungslosen Wandlern geringer; sie sind deshalb zu bevor-
zugen. Da allerdings die absolute Empfindlichkeit der berithrungslosen Wand-
ler in erheblichem MaBe von der Einbaugeometrie abhingt, lassen sich mit
diesen Wandlern nur geniigend zuverldssige Mefverfahren konzipieren, wenn
diese Wandler in relativen Messungen hoher Genauigkeit eingesetzt werden
konnen.

Anmerkung

Im Vergleich zu denkbaren Verfahren mit den oben beschriebenen Wandlern sind mit
interferometrischen Mefverfahren hohere absolute Genauigkeiten zu erreichen. Von
HERBERTZ und JAIN wird in [74] ein Mefverfahren auf der Basis eines Einstrahl-
interferometers vorgeschlagen, das es prinzipiell gestattet, punktweise den Betrag und
die Phase der Normalkomponente dgr Schnelle iiber eine schwingende Oberfliche
abzutasten. Das Mefverfahren ist aber noch nicht so weit emtwickelt, daf3 es im
Hinblifilz auf eine Vermessung einer schwingenden Balkenstirnfliche oder -deckfldche
anwendbar ist.

Zur Bewertung von Modellen zur Beschreibung des Schwingungsverhaltens
von Ultraschall-Biegewellenleitern bieten sich daher einerseits die Messung
von Ubertragungsfunktionen in Abhingigkeit von der Frequenz -insbesondere
die daraus abzuleitenden Resonanzfrequenzen und Giiten - und andererseits
die Messung des Amplitudenprofils auf den Oberflichen an. Bei beiden Me8-
verfahren kann man sich auf relative MeBmethoden beschrinken.
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34 Bereitstellung der Bewertungsgrundlage

34.1 Auswahl eines Probebalkens

Im Rahmen dieser Untersuchungen ist es nicht mdglich, die Aussagefdhigkeit
der Modelle in der gesamten Variationsbreite der Balkenparameter zu bewer-
ten. Es sind Variationen der Werkstoffparameter - insbesondere der Querkon-
traktionszahl als Funktion des Verhéltnisses von Ey/Gy -, Variationen der
Kontur des Balkens und Variationen seiner Abmessungen in Verbindung mit
dem Frequenzbereich - insbesondere das Verhiltnis der Balkenhéhe zu den
reziproken Wellenzahlen - méglich. Deshalb kénnen hier lediglich Messungen
und Rechnungen an einem ausgewdhlten Probebalken als Bewertungsgrundla-
ge der Beurteilung der Modelle bereitgestellt werden.

Die Parameter des Probebalkens werden dabei im Hinblick auf die Anwen-
dung in der Ultraschalltechnik, unter Beriicksichtigung des gemeinsamen Giil-
tigkeitsbereichs der Modelle und unter Beachtung des MeBbereiches der ein-
gesetzten MeBtechnik gewihlt: Der Probebalken ist ein glatter, scharfkantig
belassener Quader. Er ist aus einem handelsiiblichen Aluminiumwerkstoff ge-
fertigt, der auch fiir die Herstellung von Ultraschall-Wellenleitern geeignet
ist. Der Probebalken weist eine Kantenlénge von 1 =353 mm, eine Breite von
b=39,5 mm und eine HShe von h= 19,5 mm auf,

«  Anmeriang
Im Vergleich zu den scheinbar einfacheren Querschnittsformen rund oder quadratisch
hat diese Form den Vorteil, dafl um seine beiden Querachsen unterschiedliche Biege-
spektren aufireten, die in der Messung eindeutig zu trennen sind. zeigt das ty-
pische Bild einer Biegeresonanz eines runden oder quadratischen ns meist zwei
eng benachbarte Resonanzen. Die Entstehung von zwei Biegemoden ist auf Unsym-
metrien des Balkens, die zwei ungleiche m:ﬁgkwen in Richtun, beiden
Hazzmrdgheitsachsen zur Folge haben, zuriickzufihren. Da sich die Unsymmetrien
auch 2.B. schraubenférmig iiber die Bme verteilen kinnen, ist bei diesen Bal-

kenformen jeweils eine aufwendige M lyse erforderlich. .

3.42 Messungen am Probebalken

Die Messungen am Probebalken werden mit dem in Anhang A beschriebenen
MeBplatz zur Modalanalyse von Wellenleitern fiir den Frequenzbereich bis ca.
50 kHz durchgefiihrt. Fiir die Schwingungserregung und fiir die Messung der
Schnelle werden beriihrungslos abtastende elektrodynamische bzw. kapazitive
Wandler benutzt. Bei den Messungen der Resonanzfrequenzen wurden der
Sendewandler und der Empfangswandler an den gegeniiberliegenden freien
Stirnflichen des Wellenleiters positioniert und der Schwingungsform entspre-
chend ausgerichtet. Zur qualitativen Identifizierung der Schwingung wurde
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i i ie Ortsabhéngig-
der Empfangswandler am Wellenleiter entlang gefu.hrt.und die :
keit dcrP Ph:;gse und des Betrages der Schnelle qualitativ beqbachte_t. Die _Zu-
ordnung der Schwingung zum jeweiligen Spektrum war stets eindeutig moglich.

Die vollstindige Modalanalyse des Probe-

. balkens zeigt im Me8bereich bis 50 kHz

(b) -Biegung 63 Resonanzschwingungen. Davon ge-
héren 7 Resonanzen zum Spektrum longi-

tudinaler Dehnschwingungen und 14 Re-

sonanzen zum Spektrum der Drehschwin-
gungen. Die iibrigen Resonanzen sind auf
Biegungen des Balkens zuriickzufithren.

Firr die folgenden Darstellungen werden
die Hauptachsen des quaderfﬁrmlger‘;

-Bi Probebalkens als Breiten-, Héhen- un
() -Biegung Langsachse des Balkens bezeichnet. Der
Balken kann um jede der Achsen Biege-

schwingungen ausfiihren, (s. Abb. 3.3).
b Es wird vereinbart, die drei Biegespek-
tren durch den Prifix der Achsenbezeich-
nung zu kennzeichnen. Von den verblei-
benden 41 Resonanzen gehéren 15 zum
—Bi (b)-Biegewellen-Spektrum, 18 zum (h)-
(1) -B1egung Biegewellen-Spektrum und 9 zum (1)-Bie-

gewellen-Spektrum.

In Abb. 3.4 sind die Resonanzen der auf-
tretenden Schwingungsspektren in Ab-
héngigkeit von der Frequenz nach der

Ordnung der jeweiligen Schwingung auf-
Abb. 3.3 Zur Bezeichnungs-  getragen.

weise der Biege- Fiir das Dehnwellen-, das Drehwellen-,
schwingungen des das (b)-Biegewellen- und fiir den unteren
Balkens um seine Teil des (h)-Biegewellen-Spektrums ist
drei Hauptachsen das MaB, Ordnung der Schwingung, ein-

deutig. Fiir Dehn- und Drehschwingungen ist die MaBzahi gleichbedeutend q\it
der Anzahl der Schnelleknoten in Ausbreitungsrichtung; bei den Bieg@chwuy
gungen entsprechend gleich der Anzahl der Knoten der Drehgeschwindigkeit
(bzw. der um 1 verminderten Anzahl der Knoten der Querschnelle). Solange
diese Regeln gelten sind die Resonanzen durch Linien verbunden.
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Resonanzfrequenz

Abb. 3.4 Zuordnung der gemessenen Resonanzfrequenzen zu den
Schwingungsspektren

Im oberen Teil des (h)-Biegewellen-Spektrums gilt diese Regel nicht: die Zu-
weisung einer Ordnung erfolgt zunéchst pragmatisch im Vorgriff auf theoreti-
sche Ergebnisse. Die Messungen sind hier durch Punkte verbunden.

Bei der Darstellung der Messungen zum (1)-Biegewellen-Spektrum erfolgt die
Zuweisung einer Ordnung willkiirlich in monoton aufsteigender Folge der auf-
tretenden Resonanzfrequenzen. Die Schwingungsformen des (1)-Spektrums
zeichnen sich im untersuchten Frequenzbereich durch zwei Schnelleminima
entlang der Breitenkoordinate aus; sie gehérten alle zur ersten Ordnung dieses
Spektrums, wenn man der Diktion der Knotenregel in Ausbreitungsrichtung
folgen konnte. Allerdings ist nur die erste Schwingung konphas in Langsrich-
tung des Balkens. Die iibrigen Schwingungen des (1)-Spektrums bilden auch
entlang der Lingsachse Minima und Maxima aus, die mit einer Phasenumkehr
der (1)-Schwingung verbunden ist. Die Anzahl der Extrema entlang der Lings-
achse nimmt zu. Man kann daraus schlieBen, daB das Spektrum wesentlich
durch eine zumindest zweidimensionale elastische Kopplung geprigt ist.

Der Einsatz des (1)-Spektrums wird von den eindimensionalen Modellen mit
einer Abweichung von kleiner als 0,5% vorausgesagt, wenn man fiir den E-
Modul den Plattenmodul einsetzt. Bei der Erfassung der Feinstruktur des
Spektrums bei derartig breiten Balken versagen die eindimensionalen Modelle
qualitativ. -Fiir quantitative Vergleiche wird dieses Spektrum deshalb im fol-
genden nicht mehr betrachtet.
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Die Bereitstellung der vollstindigen Ubertragungsfunktion (die Sch_ne]letam-
wort in Abhéngigkeit von der Anregungsfrequenz) im Frcq‘uenzberelcl} bis 5_0
kHz fiir die verbleibenden (b)- und (h)-Biegewellen fiir einen Vergleich mit
Modellrechnungen st58t auf erhebliche Probleme. Die Ubertragungsfunktion
wird auBerhalb des unmitteibaren Resonanzbereiches so stark von der Sch?ll-
abstrahlung in Luft beeinfluBt, daB die Bestimmung der Ubertragungsfun]mop
nicht geniigend zuverlissig ist, um bei der Beurteilung der Modelle als hinrei-
chend aussagefihiges Bewertungskriterium eingesetzt zu werden.

Anmerkung

Giitemessungen an Drehschwingungen runder Stéibe aus einem handelsiiblichen Alu-
minium Wescrto_ﬁ' liefern Werte bis zu 120.000, /60/. Da dieser Schwingungsmod an
runden Stiben in erster Naherung nicht durch Schallabstrahlung an Luft belastet ist,
kann die innere Dimpfung des Aluminiumwerkstoffes nicht als Ursache filr die er-
heblich geringeren Giiten von Biegeschwingungen von typisch 20.000 angesehen wer-
den. Fiir die Diampfung der Biegeschwingungen ist offensichtlich in diesem Frequenz-
bereich allein die Abstrahlung an Luft mafigeblich.

Die Strahlungsimpedanz hangt wesentlich von der reziproken Wellenzahl der Biege-
welle, von defs Schlziwellenlﬁnge in Luft und insbesondere von der M?hmvrdn ab.
Gerade der letzte Aspek fithrte zu erheblichen MePunsicherheiten. In einer schlecht
konditionierten Mefanordnung wurde z.B. ein Resonanzdublett beobachtet, dasdurch
eine zufillige, resonante Rﬁckkoii;lung der Luftschallstrecke zwr;chen Balken urgd
Labortisch entstanden war. Die Messung von Ubertragun, ktionen dieser Art ist
daher nur unter Vakuumbedingungen zuverldissig. Unter Beriicksichtigung dieser As-
pekte kommt als Zielgrifle der Auswertung der Messungen der Ubertragungsfunktion
nur die Resonanzfrequenz allein infrage.

Das MeB- und Aus- 1
werteverfahren, s.
Anhang A, erlaubt
bei der Bestimmung
der Resonanzfre-
quenz eine Genauig-
keit von besser als
5 -107. Diese Ge-
nauigkeit wird bei
der Messung eines
volistdndigen Spek- 0,995
trums durch die

Temperaturabhdn- Temperaturdifferenz
gigkeit der ab-
soluten Lage der Re-
sonanzfrequenzen
erheblich vermin- .
dert. Abb. 3.5 zeigt die relative Resonanzfrequenzinderung von jeweils 3 Bie-
geschwingungen der beiden Biegespektren in Abhiingigkeit von der Tempera-

o 5. [n)-Biegeschwingung

0,999 & B. [n)-Biegeschwingung

O 12. |h) -Biegeschwingung
0.998
0.997 ¥ 6. ib)-Biegeschwingung

+ 11, ib) -Biegeschwingung
0,996

rel. Frequenzanderung

x 15. [b) -Biegeschwingung

0 2 4 6 8 K 10

Abb. 3.5 Temperaturabhingigkeit der Resonanzfre-
quenzen fiir das (b)- bzw. (h)-Biegewellen-
Spektrum des Probebalkens
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turdifferenz fiir den Bereich 300 K. Es ergeben sich Driftkoeffizienten der Re-
sonanzfrequenz von -3,9 - 10"* 1/K/Hz fiir das (b)- bzw. -4,4 - 10* 1/K/Hz fur
das (h)-Biegewellen-Spektrum.

Der Genauigkeit von 5 - 10 bei der Messung der Resonanzfrequenz ent-
spricht daher eine erforderliche Temperaturkonstanz wihrend der Messung
von ca. 1/100 K. Diese Forderung ist in einem nicht thermostatisierten MeB-
platz nicht zu erfilllen. Wihrend der Messungen am Probebalken konnte die
Temperatur auf 1/10 K konstant gehalten werdegx, so daB die Genauigkeit der
MeBwerte fiir die Resonanzfrequenz auf S - 10™ absinkt.

Zur quantitativen Bewertung der von den Modellen vorausgesagten Ortsab-
hiingigkeit der Querschelle und der Drehgeschwindigkeit wurden mit dem
MeBplatz Schnelleprofile entlang der Lingsachse aufgenommen. Dabei ist die
Normalschnelle in der Balkendeckfliche bei {b)-Wellen bzw. in der Balken-
seitenfliche bei (h)-Wellen ein MaB fiir die Querschnelle; die entsprechend
gemessene Tangentialschnelle in Lingsrichtung ist ein MaB fiir die Drehge-
schwindigkeit.

Die Genauigkeit der MeBwerte bei der Messung der Schnelleprofile ist durch
die fiir jeden MeBpunkt erforderliche neue mechanische Positionierung beein-
trichtigt, s. Anhang A. Der maximale MeBfehler kann zu 10% abgeschétzt
werden.

Die Zuordnung der MeBgriBen zu den ModellgréBen wurde durch weitere
Messungen der Schnelleprofile auf der Stirnfliche iberpriift. Die Ergebnisse
dieser Messungen werden im Zusammenhang mit den gerechneten Werten in
Abschnitt 3.5 vorgestellt.

3.4.3 Rechnungen am Probebalken

Die Berechnung der von den Modellen fiir die Biegewellen-Spektren voraus-
gesagten Resonanzfrequenzen und der von den Modellen vorausgesagten Orts-
abhidngigkeit der Querschnelle bzw. der Drehgeschwindigkeit erfolgt mit der
Kettenmatrixmethode, die im Rahmen der Diskussion der Rechenmethoden
in Kap.4 erldutert wird.

Durch Konvergenzuntersuchungen wurde sichergestellt, daf eine Segmentie-
rung des Balkens in finite Elemente mit der Linge 10 mm auch fiir den be-
sonders kritischen Bereich des (b)-Biegewellen-Spektrums zwischen 10 kHz
und 30 kHz zuverlissige Ergebnisse im Rahmen der erforderlichen Genauig-
keit liefert. Fiir die Berechnung des Probebalkens ist daher eine Potenzierung
der 4x4 komplexwertigen Kettenmatrix eines Balkenelements mit dem Expo-
nent §86602 erforderlich. Der eingesetde Tischrechner vom Typ IBM PC/AT03
bendtigt bei einer Stellenbreite von 16 Dezimalen fiir die Rechnung ca. 2 s.

Die zur Ermittlung der Resonanzfrequenzen numerisch durchzufithrende Ite-
ration wird nach 8 genauen Stellen fiir die Frequenz abgebrochen. Zu der in
der Literatur h#ufig gefiihrten Diskussion iiber die prinzipielle Konvergenz
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und Genauigkeit des Kettenmatrixverfahrens wird im Rahmen der Behandlung
der Rechenmethoden in Kap.4 und unter anderem Aspekt in Anhang B Stel-
lung genommen. Die Genauigkeit der hier ermittelten Rechenergebnisse wird
aus anderen Griinden durch diese Diskussion nicht beriihrt, wie die folgende
Betrachtung zeigen wird.

Die Genauigkeit der Rechenwerte hingt empfindlich davon ab, wie genau die
Materialkonstanten und die Abmessungen des Balkens bekannt sind. Die Pro-
bleme bei der Bestimmung der Dichte sind bereits im Zusammenhang mit den
Betrachtungen zur Homogenitét realer Werkstoffe diskutiert worden. Fiir die
Dichte des Probebalkens wurde 2.808,0 kg/m” gemessen. (Bei den Angaben der
Werkstoffparameter werden alle sicheren Dezimalen angegeben.) Die Werte
der elastischen Moduln beruhen zwangsliufig auch auf Messungen. Die Me8B-
verfahren, die hdufig zu ihrer Bestimmung verwendet werden, nutzen gerade
die Schwingungsanalyse. Da man mit diesen MeBmethoden lediglich den ef-
fektiven Elastizititsmodul E und den effektiven Schubmodul G bestimmen
kann, sind stets Modelle der entsprechenden Schallausbreitung erforderlich,
um aus den gewonnenen MeBwerten auf die Materialkonstanten Ey und Gy
schlieBen zu kdnnen.

Ungenauigkeiten oder nicht sachgerechte MeBverfahren oder die Ubernahme
von Daten aus allgemeinen Quellen beeintrichtigen daher die Aussagekraft in
unakzeptabler Weise. Deshalb sind experimentelle Uberpriifungen in der Li-
teratur haufig widerspriichlich. Wenn beispielsweise ein Ey iiber ein TIMO-
SHENKO-Modell mit einem spezifizierten TK bestimmt wurde, wird das glei-
che Modell bei der riickwirkenden Bestimmung z.B. des Tk eine gute Uberein-
stimmung zeigen. Die Gefahr eines “Kreisschlusses” ist daher nicht ausge-
schlossen. Die Methode kann noch unsicherer werden, wenn die Bestimmung
eines Moduls von einer Hypothese der Querkontraktionszahl abhingig ge-
macht wird. Dies geschieht z.B. in /47/.

Neben den Biegewellen nutzt man auch Dehn- und Drehwellen zur Bestim-
mung der Moduln. Aber auch diese vermeintlich unabhingige Versuchsfiih-
rung unterliegt den gleichen systemimmanenten Schwierigkeiten in den ent-
sprechenden Modellen der Wellenausbreitung fiir Dehn- und Drehwellen.

Durch die folgende Versuchsfiihrung wird hier versucht, diese Fehler so zu
begrenzen, daB sie im Vergleich zu den Fehlern bei der Bestimmung der
Abmessungen des Balkens und insbesondere zu deren Toleranzen auf den
jeweiligen Oberflachen vernachlissigt werden kénnen. Der Probebalken mit
den Nennabmessungen 353 mm x 39,5 mm x 19,5 weicht von der idealen
Quaderform nicht mehr als +0,05 mm / -0,00 mm ab.

Die Bestimmung der elastischen Moduln Ey und Gy wird auf die Frequenz-
messung der 1. Dehn- bzw. der 1. Drehschwingungsresonanz des Balkens
gestiitzt. Dazu wird ebenfalls der in Anhang A beschriebene MeBplatz einge-
setzt. Die Bestimmung der Moduln allein durch Resonanzfrequenzmessungen
am Probebalken selbst ist nicht genau genug, weil die Schallausbreitungsmo-
delle fiir Dehn- und Drehwellen in Stiben mit rechteckigem Querschnitt nicht
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zuverldssig genug sind, /75/, /76/, /77/. Deshalb wird die Bestimmung der
Moduln auf eine entsprechende Messung an runden Stiben zuriickgefiihrt, bei
denen die Schallausbreitungsmodelle der bezogenen Moden sehr gut bekannt
sind, /8/, /12/.

Zu diesem Zweck wird ein zum Probebalken formgleicher zweiter Balken aus
der gleichen Charge des Werkstoffes gefertigt und die Resonanzfrequenzen
dFr Dreh- und Dehnschwingung gemessen. Danach wird dieser Balken auf
einen runden Querschnitt abgedreht und wiederum beide Moden gemessen.
Aus dem Verhiltnis der Resonanzfrequenzen der runden zur rechteckigen
Bz_zlkenform des zweiten Balkens lassen sich nun Korrekturfaktoren ableiten,
mit deren Hilfe man aus den Frequenzwerten am Probebalken auf die grund-
legenden elastischen Moduln zuriickrechnen kann.

Diese aufwendige, aber sachgerechte Bestimmungsmethode ist zumindest un-
abhéngig von den hier zu untersuchenden Biegemodellen. Die Genauigkeit der
?bsoluten Werte der Moduln wird im wesentlichen durch die MeBunsicherheit
in der Dichte bestimmt. Das Verhiltnis der beiden Moduln wird allein durch
die MeBgenauigkeit der Resonanzfrequenzmessung bestimmt,

Mit Hilfe dieser Methode ergibt sich fiir den Probebalken ein YOUNG scher
Modul von Ey =7428,42 MPa und ein Schubmodul von Gy = 2620,20 MPa.

?_Die Genauigkeit der so erhaltenen MeBwerte fiir die Werkstoffparameter liegt
in der gleichen GréBenordnung wie die relative Toleranz der Abmessungen
des Balkens. Die mit diesen Daten fiir die Werkstoff- und die Formparameter
berechqeten Werte fiir die Resonanzfrequenzen aus den Modellen kénnen
daher nicht genauer sein als die akkumulierte Wirkung der Unsicherheiten der
Parameter im Sinne einer Fehlerfortpflanzung. Fiir die Rechenwerte ist insge-
samt eine Genauigkeit von 0,01% zu erwarten. Die Rechenwerte sind damit
unsicherer als die MeBwerte fiir die Resonanzfrequenz, fiir die eine MeBunsi-
cherheit von 0,005% oben begriindet wurde.
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3.5 Vergleich der Modelle

3.5.1 Resonanzfrequenzen

Zur Beurteilung der Modelle werden zunéchst die MeBwerte fiir die Resonanz-
frequenzen am Probebalken mit den aus den Modellen berechneten Resonanz-
frequenzen qualitativ und quantitativ verglichen.

Abb. 3.6 und Abb. 3.7 erlauben die Beurteilung der Notwendigkeit der Beriick-
sichtigung der Drehtrigheit und der Schubelastizitit. Die Resonanzfrequen-
zen des BERNOULLI-Modells mit und ohne RAYLEIGH-Term weichen mit
zunehmender Frequenz progressiv von den MeBwerten bei beiden Spektren
ab. Die Einbeziehung des RAYLEIGH-Termes zeigt, da8 die Beriicksichti-
gung der Drehtrigheit ein notwendiger Bestandteil eines dynamischen Biege-
modells sein muB. Beide Vergleiche zeigen ebenfalls, da8 der EinfluB der
Schubelastizitit zu einer weiteren entscheidenden Steigerung der quantitati-
ven Ubereinstimmung zwischen Modell und MeBwerten fiihrt. Der Vergleich
bestédtigt auch fiir den Probebalken die Behauptung TIMOSHENKOs, daB die
Schubelastizitdt auch eine wirksamere Korrektur der Modelle darstellt als die
Drehtrigheit, s./12/ und /17/.

Ein EULER-Maodell wiirde in diesem Vergleich sehr gut mit den MeBergeb-
nissen im Bereich der Frequenz iibereinstimmen, bei der die Biegesteifigkeit
entsprechend der MeBvorschrift bestimmt worden ist. In einem weiten Fre-
quenzbereich werden die Voraussagen fiir die Resonanzfrequenz so abweichen
wie beim BERNOULLI-Modell ohne Beriicksichtigung der Drehtriigheit.

Abb. 3.7 macht ein iberragendes, qualitatives Argument deutlich. Wihrend
die Modelle ohne Schubelastizitit ein monotones Auftreten von Biegereso-
nanzen prognostizieren, folgt das schubelastische BERNOULLI-Modell auch
qualitativ richtig im gepunkteten Bereich der Kurven dem Verlauf der MeB-
werte.

Schon in Abschnitt 3.4.2 wurde auf die Besonderheit dieses durch eine gepunk-
tete Verbindung hervorgehobenen Bereichs des (h)-Biegewellen-Spektrums
hingewiesen. Bei allen Modellen, die die Schubelastizitdt beriicksichtigen,
zeigt die mathematische Losung, daB es fiir einen Wellenleiter zwei grundsitz-
lich verschiedene Bereiche der Wellenausbreitung gibt. Bei gegebenen Form-
und Werkstoffparametern existieren unterhalb einer kritischen Frequenz zwei
harmonische und zwei exponentielle Losungsfunktionen der Differentialglei-
chung; oberhalb dieser Frequenz sind in diesen Modellen alle Lésungen har-
monische, Die kritische Frequenz ist gerade dann erreicht, wenn die rezipro-
ke Wellenzahl der im unteren Frequenzbereich ausbreitungsfihigen Biegewel-
le genau so groB wird wie der Trigheitsradius des Querschnitts. Dieser Uber-
gang wird im Rahmen der Theorie gekoppelter Leitungspaare in Abschnitt
5.6.2 ausfiihrlich beschrieben und analysiert. Fiir das (b)-Biegewellen-Spek-
trum liegt diese kritische Frequenz weit oberhalb des betrachteten Frequenz-
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Ordnung der Schwingung

Abb. 3.6 Vergleich der gemessenen Resonanzfrequenzen des Probe-
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bereiches. Fiir das (h)-Biegewellen-Spektrum ergibt sich die kritische Fre-
quenz nach dem schubelastischen BERNOULLI-Modell zu 42,637 kHz. Ober-
halb dieser Frequenz existieren demnach zwei Biegemoden, Charakteristisch
fiir den Ubergangsbereich ist das Auftreten von eng benachbarten Resonanz-
frequenzen.

»  Anmerkung

Es ist bemerzzn’;w%fé dMa/J dz:ueder gesichteten fmemzn?cl;lr von einer erfohlgreichm Nach-
riifung der durch die Mo postulierten freien Schwingungen nicht berichtet wird.

7?1 dﬁe‘:‘ fiegel wird dieses Ergebnis der Modelle als eine mathematische Absonderheit

ohne physikalischen Hintergrund abgetan, s. Abschnitt 3.5.2.

Alle im folgenden betrachteten Modelle beriicksichtigen die Drehtragheit und
die Schubelastizitat. Das schubelastische BERNOULLI-Modell zeichnet sich
durch die Eindeutigkeit seiner Balkenparameter und damit auch durch die
Eindeutigkeit seiner Ergebnisse aus, da es einerseits nur auf lastfallunabhin-
gige Werkstoffparameter zuriickgreift und andererseits die klassischen Kenn-
groBen und Randbedingungen beibehiit. Das schubelastische BERNOULLI-
Modell wird deshalb im folgenden als Bezugsmodell verwendet; die Aussagen
der nun zu beurteilenden Modelle der TIMOSHENKO-Familie werden auf
sein Ergebnis normiert. Gegeniiber dem Bezugsmodell zeichnen sich diese
Modelle durch eine andere Beriicksichtigung der Schubelastizitit und durch
andere Ansitze der Biegesteifigkeit zur Beriicksichtigung z.B. der Verwdlbung
aus.

Bei der Beurteilung der vielfiltigen Modelle wiirde es iiber den Rahmen dieser
Untersuchungen hinausgehen, auf jedes der vorgeschlagenen Modelle und Mo-
dellvariationen im einzelnen einzugehen. Der im folgenden beschriebene Weg
erlaubt dennoch, die Aussagekraft aller eindimensionalen Modelle abzuschit-
zen:

Die Berechnung der Vorhersagen dieser Modelle fiir die Resonanzfrequenzen
kann auf eine Variation der im Bezugsmodell ausschlaggebenden Form- und
Werkstoffparameter zuriickgefiihrt werden. Denn die numerische Analyse der
Abhingigkeit der Resonanzfrequenz von jedem dieser Parameter zeigt, daB
eine lineare Niherung fiir diese Abhingigkeit fiir einen ausreichend groBen
Variationsbereich um die Resonanzfrequenz ausreichend genaue Werte lie-
fert. Deshalb kann auch die Wirkung eines modifizierten bzw. korrigierten
Balkenparameters durch die Betrachtung der relativen Anderung der Reso-
nanzfrequenz bezogen auf die relative Anderung des Parameters - wobei alle
anderen Parameter festgehalten werden - im Bezugsmodell aufgezeigt werden.
Diese Funktion der Resonanzfrequenz wird im folgenden 'relatives Differen-
tial’ genannt. In Abb. 3.8 sind die relativen Differentiale fiir die Balkenlinge,
die Balkenhohe, den E-Modul, den Schubmodul, die Querkontraktionszahl
und fiir die Dichte fiir das (b)-Spektrum und in Abb. 3.9 fiir das (h)-Spektrum
in Abhingigkeit von der Frequenz aufgetragen.
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Abb. 3.8 Relafive Differentiale der Resonanzfrequenz bezogen auf die
relative Anderung von Balkenparametern in Abhéngigkeit von
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Bei dem eingesetzten Rechenverfahren werden die elastischen Eigenschaften (b} -Biegewellen-Spektrum

des Balkens durch die Moduln vorgegeben. Bei der Berechnung des relativen Parameter TIMOSHENKD-Koeffizient » Mepwerte < Rechenwerte
Differentials der Querkontraktionszahl wird hier der E-Modul festgehalten = }
und die Variation der Querkontraktionszahl durch eine entsprechende Varia- R 095
tion des Schubmoduls erreicht. \

-

0,98 8.90
*  Anmerkung
Das relative Differential der Querkontraktionszahl wird hier lediglich ange{l:hn‘, um
eine Beurteilung von den Modellvarianten in der Literatur zu erleichtern, bei denen

die elastischen Eigenschaften durch das Parameterpaar E-Modul und Querkontrak-
tionszahl gekennzeichnet sind.

4
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Die Betrachtung der relativen Differentiale reicht nicht aus, den weiten Be-
reich der Variation der Schubsteifigkeit durch TIMOSHENKO-Koeffizienten,
die nach Tab. 2.2 von ca. 0,51 bis 1,04 reichen, zu erfassen. Deshalb wird fiir
beide Spektren in den Abbn. 3.10 und 3.11 die relative Resonanzfrequenzéin-
derung bezogen auf die Resonanzfrequenz im Bezugsmodell bei Einfiihrung
eines TIMOSHENKO-Koeffizienten in Abhingigkeit von der Resonanzfre-
quenz gesondert dargestellt. Die Abbildungen dienen gleichzeitig zur Darstel- Resonanzfrequenz

lung der relativen Abweichungen der MeBwerte von den Rechenwerten des Abb. 3.10 Relative Resonanzfrequenziinderung bei Einfiihrung eines
Bezugsmodells. TIMOSHENKO-Koeffizienten in Abhédngigkeit von der
Resonanzfrequenz fiir das (b)-Biegewellen-Spektrum

0.55

0,50
10 20 30 40 kHz 50

0,80
0

rel. Resonanzfrequenzanderung

Bei der folgenden Diskussion wird zundchst der durch eine gepunktete Ver-
bindung zwischen den Punkten in Abb. 3.9 und 3.11 ausgezeichnete Bereich
rein harmonischer Ausbreitung von (h)-Biegewellen ausgenommen. In den
Abb. 3.8 und 3.9 ist zu erkennen, daB eine Anderung der Dichte von 1% unab-
hiingig von der Resonanzfrequenz eine Verschiebung von -0,5% bewirkt: die
Resonanzfrequenz hingt stets von der Wurzel aus der Dichte ab.

(h) -Biegewellen-Spektrum
Parameter TIMOSHENKO-Koeffizient * MeBwerte + Rechenwerte

»* 0.95

Entgegen den einschrinkenden Bemerkungen in der Literatur zeigt das rela- \ *
0,88 r AT

tive Differential der Querkontraktionszahl, daB die Querkontraktionszahl in
allen eindimensionalen Biegemodellen nur einen vernachlissigbaren Durch-

griff auf die Ergebnisse fiir die Resonanzfrequenz des Probebalkens hat. 0.96 | " -
3 " (e

Die Differentiale der Linge und der zur jeweiligen Schwingung gehérenden
Profilhohe h bzw. b zeigen einen mit der Frequenz abnehmenden Einflu8.
Diese Kurven erlauben eine Abschitzung der Einwirkung von MeBfehlern in
diesen Parametern und mégen zur kontrollierten Verschiebung von Resonanz-
frequenzen bei der technischen Auslegung von Wellenleitern dienen. Sie sind
nicht geeignet, Modellkorrekturen zu tragen. Hierfiir kommen die beiden
Moduln der Elastizitit als lineare Faktoren in den Balkenparametern Biege-
bzw. Schubsteifigkeit infrage.
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rel. Resonanzfrequenzanderung

Die Differentiale der Moduln haben eine entgegengesetzte Frequenzabhin-

gigkeit und es ist zunichst offensichtlich, daB man durch eine phinomenologi- Resonanzfrequenz

sche, frequenzabhingige Korrektur einen der Moduln jede Abweichung vom a ‘e .

Bezugsmodell auffangen kann. In erster Ndherung bleiben die MeBwerte li- Abb. 3.11 Relative Resonanzfrequenzinderung bei I.Emfl.xhrung eines

near zunehmend hinter den Rechenwerten im Bezugsmodell zuriick. Da eben- TIMOSHENKO-Koeffizienten in Abhéngigkeit von der
Resonanzfrequenz fiir das (h)-Biegewellen-Spektrum
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falls das relative Differential des Schubmoduls niherungsweise einen linear
anwachsenden, die Resonanzfrequenz erniedrigenden EinfluB zeigt, bietet
sich zundchst rein pragmatisch an, die abweichende Tendenz der MeBwerte
durch einen einzigen, frequenzunabhingigen Faktor fiir die Schubsteifigkeit
bzw. den Schubmodul zu korrigieren. Unabhingig von der bildhaften oder
theoretischen Begriindung bietet daher der TIMOSHENKO-Koeffizient, als
Faktor beim Schubmodul, den leichtesten korrektiven Ansatz. Es ist in diesem
Zusammenhang bemerkenswert, daB ein frequenzabhéngiger Ansatz von E,
der mit dem Ubergang des E-Moduls fiir Stibe zum Plattenmodul - also zu
einem steiferen Modul - begriindet werden konnte, die Tendenz der MeSwer-
te konterkariert.

Die Abb. 3.10 und 3.11 zeigen fiir beide Biegewellenspektren des Probebal-
kens die MeBwerte im Parameternetz der TIMOSHENKO-Koeffizienten. Fiir
TIMOSHENKO’sche Modelle, die auch eine Einfiihrung effektiver E-Module
zulassen, sind weniger die relativen Abweichungen bedeutsam, die iiber an-
dere Korrektionen angepa8t werden konnten, als vielmehr die Ubereinstim-
mung der inneren Kriimmung des Netzes mit dem Verlauf der MeBwerte.

Fiir das (h)-Spektrum ergibt sich eine optimale Ubereinstimmung eines TI-
MOSHENKO-Modells mit der Messung im diskutierten Frequenzbereich mit
einem Koeffizienten von ca. 0,885. Bei (b)-Biegewellen ist dieser Koeffizient
sicher zu klein. Allerdings ist gerade bei den untersten Resonanzfrequenzen
der Ansatz eines derartigen Koeffizienten wenig hilfreich. (Es ist an dieser
Stelle zu betonen, daB die eingetragenen MeB8werte und damit die uneinheit-
liche Abweichung von den Modellen auf Messungen beruhen, die mit einer
gleichen oder geringeren Unsicherheit belastet sind als die Rechenwerte. Das
experimentell gesicherte Verhalten wird offenbar durch diese Modelle nicht
gestiitzt.)

Im mittleren Frequenzbereich fiihrt der Ansatz eines TIMOSHENKO-Koeffi-
zienten zwischen 0,91 und 0,93 zu einer optimalen Anpassung. Fiir die Abwei-
chungen oberhalb von 40 kHz liegt es nahe, einen EinfluB des (1)-Biegewellen-
Spektrums zu vermuten.

Fiir das TIMOSHENKO-Modell auf der Basis des Ey wiirden bei der Bestim-
mung des Koeffizienten aus den unteren Resonanzfrequenzen viel zu kleine
Werte ermittelt werden. Das gilt fiir das (b)-Spektrum in besonderem MaBe.
Dies mag vielleicht erkliren, daB in der Literatur von experimentellen Bestd-
tigungen sehr kleiner TIMOSHENKO-Koeffizienten berichtet wird.

Aus dem Versuch der Abschitzung eines TIMOSHENKO-Koeffizienten ist fiir
die weitere Diskussion festzuhalten, daB es fiir beide Spektren keinen einheit-
lichen optimalen Wert gibt. Da es sich um denselben Balken handelt, kann
diese Diskrepanz nicht durch eine Querschnittsabhingigkeit des Koeffizien-
ten erkldrt werden.

Im rein harmonischen Bereich von (h)-Biegewellen zeigen die relativen Diffe-
rentiale insbesondere der Abmessungen interessante Auswirkungen. Einer-
seits dndert sich allgemein die Abhingigkeit von der Profilh6he b. Bei groBe-
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rer Hohe, also bei einer durch den Formparameter vergroerten Biegesteifig-
keit, sinkt die Resonanzfrequenz; bei einer durch eine Erhdhung des E-Moduls
vergroBerten Biegesteifigkeit dagegen steigt die Resonanzfrequenz. Anderer-
seits unterscheiden sich die Resonanzfrequenzen nun alternierend durch ei-
nen starken Eingriff einer Lingeninderung verbunden mit einem schwachen
Eingriff der Profilhohe. Dieses Verhalten weist bereits auf eine andere Aus-
breitung von Biegewellen in diesem Bereich.

> Anmerkung

Die relativen Differentiale im oberen Frequenzbereich des (h)- iegewellen-Sdp:nktnans
widersprechen it scheinbar villig den Bildern von der Biegung und von den Reso-
nanzschwingungen. Die Diskussion und die Beurteilung damit verbundenen
Schnelle rtgj‘;l‘e wird jedoch zeiien, dap dieses Phédinomen auch anschaulich interpre-
tiert kann. Es zeigt sich hier, da scheinbar plausible Bilder stets iberpriift und
gegebenenfalls durch neue Beobachtungen revidiert werden missen.

Abb. 3.11 zeigt, daB die TIMOSHENKO-Korrektur auch fiir diesen Bereich
ihre Wirkung behilt: qualitativ stimmen die Rechenwerte mit dem Verlauf des
Parameternetzes vollig iiberein.

3.5.2 Schwingungsformen

Die Schnelleverteilung (Schnelleprofil) auf den Seitenflichen des Balkens fiir
die Querschnelle (als MaB8 fiir die Durchbiegungsbewegung) und die Tangen-
tialschnelle (als Ma8 fiir die Drehbewegung der Querschnitte) stimmt mit dem
nach dem Bezugsmodell berechneten Verlauf im Rahmen der MeBgenauigkeit
iiberein. Die MeBunsicherheiten bei der Messung der Schnelleprofile lassen
keine Unterscheidung zwischen den Modellen zu, da alle betrachteten Mo-
delle ein qualitativ zu dhnliches Profil prognostizieren. Die Beurteilung der
Modelle in bezug auf die gemessenen Schnelleprofile auf den Stirnfldchen des
Balkens werden weiter unten diskutiert.

Das Verwolbungsbild des Balkens legt nahe, daB in eindimensionalen Model-
len der EinfluB der Verwdlbung nicht im notwendigem MaB beriicksichtigt
werden kann. Auch aus diesem Grund wird héufig der Giiltigkeitsbereich der
eindimensionalen Modelle auf den Bereich beschrinkt, wo die reziproke Wel-
lenzahl deutlich groBer ist als die Balkenhdhe. Die Aussage der schubelasti-
schen Modelle, daB es oberhalb einer Grenzfrequenz eine zweite ausbreitungs-
fahige Biegewelle gibt, wird in der Literatur - offensichtlich bis auf eine Aus-
nahme, s.u. - nicht akzeptiert, sondern nur als mathematische Absonderheit
von schubelastischen Modellen ohne physikalischen Hintergrund gesehen.

GOENS beispielsweise bezweifelt in /19/ die Existenz dieser Wellen mit einem
pauschalen Hinweis auf die Giltigkeitsgrenzen der Modelle. Auch HUANG,
/78/, erhilt in seinem Modell explizit eine zweite harmonische Losung, 148t sie
dann aber bei weiteren Betrachtungen weg. DOLPH behauptet in seiner Ver-
offentlichung /79/, diese Losung sei physikalisch bedeutungslos. HOWE geht
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in /80/ davon aus, daB die fiir diese rein harmonische Ausbreitung erforderli-
chen Balkenquerschnitte und Frequenzen auBerhalb des technisch sinnvollen
Bereichs liegen.

Dagegen gelang DOWNS in /42/ - offensichtlich erstmals - der experimentelle
Nachweis des Grundmods dieser Schwingung an einem dafiir ausgelegten, an
seinen Stirnflichen besonders abgestiitzten Balken. Er beschreibt den Mod als
eindeutig identifiziert. In seiner physikalischen Interpretation weist er aller-
dings darauf hin, daB eine Balkenlagerung notwendig ist, um das Drehmomen-
tengleichgewicht zu erreichen.

Es wurde schon bei der Diskussion der Resonanzfrequenzen herausgestellt,
daB die Messungen eindeutig belegen, daB diese Wellenausbreitung auftritt
und daB selbst das schubelastische BERNOULLI-Modell die Resonanzfre-
quenzen qualitativ richtig voraussagt. Es ist deshalb von besonderem Interes-
se, die Modellaussagen fiir die Schnelleprofile mit den Messungen zu verglei-
chen.

In den Abb. 3.12 bis 3.17 werden den Rechenwerten nach dem Bezugsmodell
fiir die Querschnelle und fiir die Drehgeschwindigkeit die Schnelleprofile der
Normal- und der Tangentialschnelle auf der Mantelfliche des Probebalkens
fiir die Resonanzen im Bereich um und oberhalb der kritischen Frequenz ge-
geniibergestellt. In den Abbildungen zu den Schnelleprofilen wird der Koor-
dinatenursprung abweichend von der Vereinbarung in Abschnitt 2.2.1 in die
Mitte des Balkens verlegt, um Symmetriebetrachtungen zu erleichtern.

Der Vergleich der gemessenen Schnelle normal zur Oberfliche mit der Mo-
dellkenngréBe Querschnelle und der Vergleich der gemessenen Schnelle tan-
gential zur Oberfliche mit der ModellkenngréBe Drehgeschwindigkeit zeigt
eine unerwartet gute Ubereinstimmung.

Diese gute Ubereinstimmung ist ein zweites iiberragendes Argument fiir die
Zuverldssigkeit eindimensionaler Modelle auch fiir Biegewellen, deren rezi-
proke Wellenldnge deutlich kleiner ist, als der Trégheitsradius des Quer-
schnitts.

Da diese Schwingungsformen bisher in der Literatur nicht diskutiert werden,
sollen ihre Eigenschaften kurz beschrieben werden:

Es existieren zwei Biegewellentypen. Sie sind unabhiingig voneinander aus-
breitungstahig und haben bei gleicher Frequenz unterschiedliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeiten. Lediglich an den beiden Stirnflichen des Balkens
muB die Superposition beider Wellentypen die Randbedingung erfiillen. Des-
halb ergeben sich als Eigenlsungen Uberlagerungen von zwei stehenden Wel-
len mit unterschiedlicher Ortsfrequenz. Wegen der Kopplung der beiden Wel-
len an den Stirnflichen bilden sich fiir beide Wellen keine ganzzahligen Viel-
fachen der halben Wellenlinge aus. Eine Zuweisung einer Ordnungszahl zum
Eigenmod kann sich daher nicht mehr allein auf das Abzihlen von Nulldurch-
géngen des Schnelleprofils stiitzen.
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rel. Querschnelle
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Abb. 3.12 Vergleich der Ortsabhingigkeit der Querschnelle und der )
Drehgeschwindigkeit (oben) mit dem Schnelleprofil al_lf der Sei-
tenfliche des Probebalkens (unten) fiir (h)-Biegeschwingungen.

Die MeB8werte (*) sind mit einer Spline-Funktion 3. Grades
verbunden.
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Abb. 3.16 Vergleich der Ortsabhingigkeit der Querschnelle und der
Drehgeschwindigkeit (oben) mit dem Schnelleprofil auf der Sei-
tenfliche des Probebalkens (unten) fiir (h)-Biegeschwingungen.

Die MeBwerte (*) sind mit einer Spline-Funktion 3. Grades
verbunden.

Abb. 3.15 Vergleich der Ortsabhingigkeit der Querschnelle und der
Drehgeschwindigkeit (oben) mit dem Schnelleprofil auf der Sei-
tenfliche des Probebalkens (unten) fiir (h)-Biegeschwingungen.

Die MeBwerte (*) sind mit einer Spline-Funktion 3. Grades
verbunden.
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Abb. 3.17 Vergleich der Ortsabhiingigkeit der Querschnelle und der
Drehgeschwindigkeit (oben) mit dem Schnelleprofil auf der Sei-
tenfliche des Probebalkens (unten) fir (h)-Biegeschwingungen.

Die MeBwerte (*) sind mit einer Spline-Funktion 3. Grades
verbunden.
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In den Abb.3.12 bis 3.17 ist sowohl in dem Profil der Normalschnelle als auch
in dem Profil der Tangentialschnelle eine Uberlagerung einer Komponente
mit hoher Ortsfrequenz mit einer Komponente mit niedriger Ortsfrequenz zu
beobachten. Die hohe Ortsfrequenz wird von dem immer ausbreitungsfihigen
Biegewellentyp erzeugt; die niedrige Ortsfrequenz ist auf den zweiten Biege-
wellentyp zuriickzufiihren, der erst oberhalb einer Grenzfrequenz ausbrei-
tungsfdhig wird.

Besonders interessant ist der Schwingungsmod in Abb. 3.13, den DOWNS
bereits untersuchte. Auf der gesamten Seitenflidche des frei schwingenden Pro-
bebalkens bildet sich eine konphase Drehgeschwindigkeit (bzw. Tangential-
schnelle) aus. Der Drehimpuls, der in dieser Bewegung enthalten ist, wird von
der langwelligen Komponente der Querschnelle gerade kompensiert. Bleibt
man bei der Betrachtung des Drehimpulses, der mit beiden KenngréBen ver-
bunden ist, erhéht sich zu jeder neuen Resonanzschwingung die Anzahl der
Nullstellen dieser Drehimpulse. Bei dieser Schwingungsform wird auch an-
schaulich verstindlich, daB die Resonanzfrequenz nicht mehr entscheidend
von der Linge des Balkens abhingt und sich das relative Differential der Bal-
kenhohe sogar umkehrt (vgl. Abb. 3.9).

Der gelungene Nachweis dieser Schwingungen und die gute Ubereinstimmung
der vorhergesagten und gemessenen Schwingungsformen bei diesen Schwin-
gungen belegen, daB ein eindimensio-

nales Modell fiir technische Anwendun- 1 S " T
gen in der Ultraschall-Energietechnik 05 .
qualitativ hinreichend zuverldssig und ) qung

bei Nutzung eines TIMOSHENKO’- 4 — . T
schen Modells mit eingemessenen Ko- o ors

effizienten auch quantitativ hinrei- — 14. .l ~Schwin

chend genau sein wird. £ — . ,
Dennoch ist die Giiltigkeit der Modelle & 075 //\
einzuschréinken. Einen ersten entschei- & [ 13 b -Schwingung ¥, |
denden Hinweis auf die Grenzen eines & ! r"""—-—ﬂ'""h T
eindimensionalen Modells erhidlt man _ o715

durch die Messung der Verteilung der @ |, 12 (b)-Schwingung ., |
Querschnelle bzw. Drehgeschwindig- 1 r—— T
keit auf der Stirnseite des Probebalkens 075 *

bei verschiedenen Resonanzschwingun- 14. (b) -Schwingung

gen im (b)-Spektrum. Diese Profile % s 5 0 5 1m 6m

sind zu vergleichen mit den Bildern, die
den Modellen zugrunde liegen. Wih-
rend in Richtung der Héhenkoordinate Abb. 3.18 Schnelleprofil auf der
die Schnelle konstant ist, ergibt sich in Stirnfliche des Probebal-
Richtung der Breitenkoordinate bei kens fiir das (b)-Biege-
hoéheren Ordnungen ein signifikantes wellen- Spektrum
Schnelleprofil. (*) MeBwerte

Breitenachse
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Abb. 3.18 zeigt diese Abweichung von den Voraussetzungen der Modelle fiir

Hohenachse
! S Moden des (b)-Biegewellen-Spektrums. Die Durchbiegung auf den Stirnfla-

. G 8 & o o & & 8 chen konzentriert sich immer mehr zur Mitte.
. Abb. 3.19 zeigt entsprechende Messungen fiir ausgewihlte Schwingungen des
o (h)-Biegewellen-Spektrums. Aus den Schnelleprofilen ist das Verwdlbungs-
" bild bei allen Resonanzen nicht zu bestéitigen. Besonders die Schwingungen
= bei 46,3237 kHz und 50,4501 kHz zeigen wieder ein eigentlich fiir tiefe Reson-
anzen typisches, glattes Profil der Normalschnelle, das dem BERNOULLI-
o Bild entspricht. Die Ausbildungen kurzwelliger Profilkomponenten sind zwar
nach der Lsung des verwandten statischen Lastfalles in der Elastizitétstheo-
= rie méglich (vgl. Abschnitt 2.4.3.1). Es war nicht zu erwarten, daB hohe Orts-
frequenzen bevorzugt maBgebend sind.
o
Aus der Diskussion dieser Messungen folgt einerseits,daB der theoretisch phy-
- sikalische Ansatz TIMOSHENKO’s qualitativ richtig ist, die quantitativen Be-
/.-"" e rechnungen des Koeffizienten aber vollig unzulénglich sein kdnnen, weil die
o Voraussetzungen und die Randbedingungen der Durchbiegung und der
J_.d-"' Neigung bei einer freien Biegeschwingung nicht realisiert sein miissen. Ande-
- 2t rerseits machen die Ergebnisse noch einmal deutlich, daB Berechnungen mit

der Kontinuumstheorie trotz der ihr eigenen hohen Zuverlissigkeit kaum
einen Fortschritt darstellen kénnen, wenn man die Randbedingungen der Ver-
schiebungen nicht entsprechend der Realitédt vorgeben kann. Es wiirde einen
erheblichen Aufwand bedeuten, diese nun gemessenen Profile als Bilder zur
Modellbildung bzw. als Randbedingungen in einem Lastfall theoretisch be-
riicksichtigen zu wollen. Entsprechend zuriickhaltend sind daher im Hinblick
auf eine technische Anwendung in der Ultraschalltechnik mehrdimensionale
Modelle zu beurteilen.
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3.53 Schlufifolgerung

Die Bewertung der eindimensionalen Biegemodelle 148t im Hinblick auf ihre
Anwendung in der Ultraschalltechnik folgende zusammenfassende Beurtei-
lung zu:

Die Beriicksichtigung der Schubelastizitit ist sowohl qualitativ wie quantitativ
erforderlich, weil sonst bereits die Rechenergebnisse fiir die Resonanzfre-
quenzen nicht zuverléssig genug sind und das prinzipielle Verhalten nicht voll-
stindig erfaBt werden kann.

Fiir nicht zu breite Balken liefern alle drehtrigen und schubelastischen Mo-
delle zumindest Resonanzfrequenzen, die im Hinblick auf die zu fordernde
Genauigkeit zufriedenstellende Ergebnisse darstellen.

Bei Verwendung effektiver Balkenparameter, die die Form und den Werkstoff
des konzipierten Wellenleiters meBtechnisch beriicksichtigen, 148t sich mit an-
gepalten eindimensionalen Modellen insgesamt eine Zuverlissigkeit in der
Beschreibung der Ausbreitung von Biegewellen erreichen, die erwarten 148t,
daB auch die sonstigen zu berechnenden Eigenschaften einer fiir die Leistungs-
iibertragung in der Ultraschall-Energietechnik einsetzbaren Biegewellenlei-
tung geniigend genau vorhergesagt werden knnen

Die in der Literatur dokumentierten, gegenseitig widerspriichlichen Aussagen
iber den TIMOSHENKO-Koeffizienten (s. Tab. 2.2) zeigen auf, daB TIMO-
SHENKO-Koeffizienten theoretisch nicht zuverlissig berechnet werden kon-
nen. Der am Probebalken gefiihrte Nachweis, daB ein einziger TK fiir den ge-
samten Frequenzbereich nicht existiert, unterstreicht diese Feststellung.
Dieses Ergebnis bei rechteckigen Balkenquerschnitten legt nahe, da8 gerade
bei anderen Querschnittsformen auch eine Ubernahme quantitativer theoreti-
scher Werte des Koeffizienten zu nicht geniigend aussagefihigen Modellen
fiihrt. Es ist allerdings zu erwarten, daB sich fiir alle Querschnittsformen
dhnlich befriedigende Aussagen aus eindimensionalen Modellen ableiten
lassen.

Fiir technische Anwendungen ist es sachgerecht, phdnomenologische und prag-
matische Korrektionen einzufiihren, die die quantitative Ubereinstimmung
zwischen Modell und Messung verbessern. Die Untersuchungen haben gezeigt,
daB die Kongruenz solcher Korrekturen mit einer theoretischen Argumenta-
tion nicht unbedingt tauglich ist, im Umkehrschlu} die Richtigkeit eines Mo-
delles zu bestétigen bzw. die Begriindung des Korrektionsansatzes zu bewei-
sen.
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4 Rechenmethoden

4.1 Einfiihrung

Im ausgehenden 17. Jahrhundert wurden die ersten analytischen Rechenver-
fahren entwickelt, um durch eine stringente mathematische Formelierung aus
Modellen Voraussagen zu erhalten. Die Maglichkeiten J. BERNOULLIs, aus
seinem Balkenmodell Ergebnisse zu erhalten, waren sehr begrenzt; er 15ste das
Biegeproblem geometrisch mit zeichnerischen Mitteln. Er trug EULER sein
Biegeproblem mit der Anregung vor, dessen gerade verdffentlichtes Extremal-
prinzip und die zu dieser Zeit keinesfalls anerkannte Differentialrechnung auf
das Biegeproblem anzuwenden. EULER entwickelte auf diese Anregung hin
die Theorie der elastischen Linien, In der Folgezeit orientiert sich die Ent-
wicklung der Rechenmethoden fiir Biegemodelle eng an den Fortschritten der
mathematischen Physik.

°  Anmerkung
Die Verdffentlichungen zur damaligen Zeit bieten dem heutigen Leser einen interes-
santen Einblick in die Art und Weise, wie in den Anféingen der modernen Wissenschaf-
ten das a};ielen'sche Moment in die Behandlung der Fragestellungen einging. BER-
NOULLI schlieft seine Verdffentlichung /81/ mit einer Aufgabe fiir seine Leser. Er
gibt an, dap er diese Lésungegemde gefunden habe, mit ihrer Verdffentlichung aber
ﬁnzcdl; zwei Jahre warten wolle, um seinen Lesern Zeit zu geben, die Losung selbst zu
n.

Bei Biegeproblemen ist der mathematische Komplikationsgrad so hoch, daB
auch mit den heute bekannten Rechenmethoden bisher nur einfachste Fille
exakt gelést werden konnten. Unabhingig vom Formalismus der Methoden
treten bei komplexeren Fillen die gleichen uniiberwindlichen mathematischen
Schwierigkeiten auf.

Wihrend die Wahl der Rechenmethode keinen Einflu8 auf die exakten Losun-
gen hat, kann bei néhernden Verfahren die prinzipielle Berechnung der Ziel-
gréBen und die Zuverlissigkeit der Ergebnisse entscheidend von der Wahl der
Rechenmethode abhingen.

In den letzten Jahren werden an Stelle analytischer Verfahren zunehmend nu-
merische Methoden angestrebt. Die Auswahl der Rechenmethoden hingt da-
bei entscheidend von der konkreten Problemstellung ab und orientiert sich
stets an den Zielen der Berechnung. Eine vollstédndige analytische Losung des
Problems wird in der Regel nicht mehr angestrebt.

Die iblichen Rechenmethoden konnen in drei Klassen unterteilt werden: in
Energiemethoden, in Methoden der Integration der Schwingungsgleichung
und in Methoden mit Ubertragungsmatrizen. Zu den Energiemethoden - s. Ab-
schnitt 4.3 - gehort die Familie der RAYLEIGH-Verfahren, erweitert durch
die Ansétze von RITZ und GALERKIN. Unter diesen Oberbegriff fallen auch
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Methoden finiter Elemente. In der Klasse der Energiemethoden wird die Va-
riationsrechnung auf Ansitze fiir die potentielle und kinetische Energie des
Balkens angewendet. Die Vielzahl der Entwicklungskoeffizienten in den L&-
sungsansitzen fiihrt in der Regel auf groBe Gleichungssysteme.

Zur Klasse der Integration der Schwingungsgleichung - s. Abschnitt 4.4 -
gehoren analytische Losungsverfahren, Standardverfahren zur numerischen
Integration von Differentialgleichungen und die Spline-Interpolationstechni-
ken.

In der Klasse der Methoden mit Ubertragungsmatrizen - s. Abschnitt 4.5 - ist
zwischen solchen zu unterscheiden, bei denen die Integration der Schwin-
gungsgleichung fiir ein zylindrisches Balkenstiick durchgefiihrt sein muB8,
bevor die Matrix formuliert wird, und solchen, bei denen direkt die Matrix fiir
ein differentiell kurzes Balkenstiick aufgestellt wird und die Integration in
Form einer Produktintegration dieser in diesem Zusammenhang sogenannten
'differentiellen Matrizen’ erfolgt, vgl. /6/.

Viele Rechenmethoden sind urspriinglich im Hinblick auf die Berechnung von
Statik und Dynamik von Bauwerken, mechanischen Bauelementen und Ma-
schinen entwickelt worden und sind hauptséchlich unter diesen Aspekten in
der Literatur beschrieben. Im folgenden sollen die Ansitze der Rechenmetho-
den unter dem Aspekt des Auffindens stationdrer Schwingungsldsungen und
im Hinblick auf sachgerechte ZielgréB8en zur Beschreibung der Wellenleitung
diskutiert und beurteilt werden.

In Abschnitt 4.2 werden zunichst die Differentialgleichungen eines TIMO-
SHENKO’schen Modells fiir einen konturierten Balken mit ortsabhdngigen
Balken- und Formparametern vorgestellt. In den Abschnitten 4.3, 4.4 und 4.5
wird jeweils der prinzipielle Losungsweg der drei Klassen der Rechenmetho-
den dargelegt, bevor in Abschnitt 4.6 eine Beurteilung erfolgt.

4.2 Differentialgleichungen des Balkenmodells

Ein Balken wird durch die Werkstoffparameter Dichte p(x), Elastizitdtsmodul
E(x) und Schubmodul G(x), und durch die Formparameter Querschnittsfliche
F(x) und Flichentrigheitsmoment I(x) an der Stelle x charakterisiert. Wenn
alle Parameter iiber die Linge des Balken konstant sind, wird der Balken im
folgenden homogen sonst inhomogen genannt. Die Biegung des Balkens an der
Stelle x und zur Zeit t wird durch die vier KenngréBen Querkraft K(x,t), Dreh-
moment M(x,t), Durchbiegung w(x,t) und Drehwinkel y(x,t) beschrieben. Es
gilt die Vorzeichenkonvention nach Abb. 2.3 in Abschnitt 2.2.1.1.
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Fiir ein Balkenstiick lauten die vier gekoppelten Differentialgleichungen
1. Ordnung

K (x,t) = —olx) F(x) wix,t) (4.1)

M (x.t) = -polx) T(x) glx.t) - Kix.t) (4.2)
R 1

wx,t) = TE Fi Kix,t) +gix,t) (4.3)
; I S

g (x,t) = E0 100 Mix,t) (4.4)

*  Anmerkung

In der vorliegenden Arbeit sind die Vorzeichen im Hinblick auf eine Kettenrechnun,

;m Rahr;zenu ezhrr;glrw I;zzm%cs‘t}:teorfe ff‘sdteg: { [Zléive Vopeichﬂf:waht wird in den emg
chidgige irbiiche 1t verwendet. Eine ichen-

konvention existiert in der Literatur nicht, vgl. z.B. /3”;,6 '/21"/?/82/7“}”"‘18 Vorzeichen

Aus den vier gekoppelten Differenti. leichwzfen 1. Ordnung kénnen im alls i
Fall zwei gekoppelte Differentialy leli?:li_uggen Ordnung fiiriwei Ke'rlt:t?rbﬁg:'f’;ﬁ’f
geege ;v’c n; in den Gin. 4.5 und 4.6 sind sie fiir die kinematischen Kenngrifen ange-

3° ) F)

of —a?w= &[GF(aw—wJ] (4.5)
?° 3

ol Jau= G g—xw]wF[g—xu-@ (4.6)

Die fibliche Herleitung einer Differentialgleichung 4. Ordnung fiir eine Ke 6fe i
nur unter einschréinkenden Be ir di sabhéngighei stof- d
chrankender ngungen fiir die Ortsabhingigkeit der Werkstoﬁﬁ:md
Die Gin. 4.5 und 4.6 machen deutlich, daf eine analytische Lésung des Probl,
[Jirausgewdihite Funktionen der Parameter wzﬁ?tmbl werden solltg Im Rahmir::i’;z;
Jlexiblen technischen Anwendung des Modells miissen néhernde Rechenmethoden
angewendet werden, die fiir beliebig inhomogene Balken zu einer Lésung fithren.
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4.3 Energiemethoden

Im Hinblick auf die Berechnung von Biegeschwingungen des Balkens werden
mit Energiemethoden viele Ansitze verfolgt, die in bezug auf Konvergenz, Ge-
nauigkeit und Rechenaufwand problemorientiert konkurrieren. Diesen Me-
thoden ist der Gedanke gemeinsam, fiir die orts- und zeitabhingigen Kenngrd-
Ben einfache Funktionen mit zunichst frei wahlbaren Koeffizienten in die Aus-
driicke fiir die potentielle und kinetische Energie des Balkens einzusetzen, um
dann durch eine bestmégliche Wahl der Koeffizienten die Energieausdriicke
unter Beriicksichtigung der Randbedingungen zu einem Extremum zu fiihren.

Bei Anwendung der Energiemethoden ist es stets erforderlich, fiir den Balken
die Ausdriicke fiir die Energie abzuleiten, in Abhéngigkeit von den Randbe-
dingungen eine Funktion oder ein Funktionensystem vorzugeben und ein Ver-
fahren auszuwihlen, mit dem die Entwicklungskoeffizienten bestimmt werden.
Das Ergebnis ist eine funktions- und verfahrensabhingige optimale Néherung
fiir den Verlauf der KenngroBen.

Aus der Bedingung, daB bei zeitinvarianten Schwingsystemen die mittlere po-
tentielle gleich der mittleren kinetischen Energie ist, folgt nach RAYLEIGH
/12/ eine Bestimmungsgleichung fiir die Eigenfrequenz des Balkens, wenn man
in die Ausdriicke fiir die Energie die zur Eigenfrequenz gehdrende Schwin-
gungsform - den ortsabhingigen Verlauf der Kenngré8en - einsetzt. Die
Schwingungsformen sind im allgemeinen nicht bekannt; lediglich ihre Werte
an den Orten der Stirnflichen des Balkens werden durch die Randbedingun-
gen festgelegt. Beim Verfahren nach RAYLEIGH wird die Schwingungsform
durch eine Funktion angenihert, die wenigstens den Randbedingungen geniigt
und fiir die man die Ausdriicke fiir den rdumlichen Mittelwert der Energien
iiber die Balkenlinge analytisch integrieren kann. In der Regel wird die ge-
wihlte Funktion die Schwingungsform nicht exakt wiedergeben. Die durch den
Ansatz willkiirliche vorgegebene Schwingungsform entspricht daher einer
Zwangsbedingung fiir die Schwingung des Balkens, die zu einer zu hohen Ei-
genfrequenz fithren muB. Die freien Koeffizienten der Naherungsfunktion
sind daher so zu bestimmen, daB die Eigenfrequenz ein Minimum wird.

Fiir einen zylindrischen Balken fiihrt das RAYLEIGH-Verfahren schon bei
dem Ansatz einer Parabel fiir die Funktion der Durchbiegung bei einem BER-
NOULLI’schen Modell zu einer Schitzung fiir die Eigenfrequenz, die nur
weniger als 1% vom exakten Wert in diesem Modell abweicht, s. /12/.

Beim RAYLEIGH-RITZ Verfahren wird die RAYLEIGH’sche Bestimmungs-
gleichung in eine Eigenwertgleichung fiir die Eigenfrequenz umgeformt. Als
Niherung fiir die Schwingungsform wird ein Funktionensystem eingesetzt, das
die Randbedingungen erfiillt. Mit der Forderung, daB im Optimum der Anné-
herung durch das gewihlte Funktionensystem alle Ableitungen der Eigenwert-
gleichung nach den Entwicklungskoeffizienten verschwinden miissen, gewinnt
man ein Gleichungssystem zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten des
Funktionensystems.

76

K.-W. Hirsch

Mit de:m R.AYLEIGH-RITZ Verfahren berechnen GAINES und VOLTERRA
/83/ d}e Eigenfrequenzen von einseitig eingespannten Balken mit linear mit
der L@ngskoordiuatc verinderlicher Kontur - kegelférmige Kragbalken. Sie
verglelche'tl die Ergebnisse dieser Energiemethode fiir freie Kragbalken mit
kreisférmigem und rechteckigem Querschnitt fiir BERNOULLY'sche und
schubelastische BERNOULLI’sche Modelle mit und ohne Beriicksichtigung
der Drehtriigheit mit den bekannten exakten Ldsungen fiir diesen Balkentyp.
Bei ihrer Wahl des Funktionensystems liefert das RAYLEIGH-RITZ Verfah.-
ren sehr gute Schitzwerte fiir die Eigenfrequenzen.

Das Verfahren nach GALERKIN (oder die Methode der gewichteten Residu-
en) ge:ht ebenfalls von der Eigenwertgleichung und von dem Ansatz eines
Fuuktlongnsystems aus. Man gewinnt das Gleichungssystem zur Bestimmung
der Entwicklungskoeffizienten iiber die folgende SchluBweise: Bei optimaler
Anpassung_der Koeffizienten muB der nach Einsetzen des Systems in die Ei-
genwex:tglelchung iibrigbleibende Rest (das Residuum) durch eine Funktion
beschrieben werden, die zum angesetzten Funktionensystem orthogonal sein
muB, sonst lage fiir das Funktionensystem keine optimale Anpassung vor. Die
Orthogonalititsbedingung fiir jede der Funktionen des Funktionensystems mit

d'er Restfunktion liefert jeweils eine Bestimmungsgleichung fiir den Koeffi-
zienten,

Fir physikalische Randwertprobleme ergibt sich hiufig das gleiche Glei-
chungssystem fiir die Entwicklungskoeffizienten wie beim RAYLEIGH-RITZ
Verfahren. Begriindungen und Herleitungen der mathematischen Aspekte die-
ser Method; findet man in /84/ oder in einschligigen Biichern der mathemati-
;c:;]e(n Phy51hk. ]?ic _A:Lv;lendung dieser Methode auf Biegeschwingungen von
en auch mitzeitabhingigen Randbedi i i
cehrein ot lzeitabhd Ng/%S/. bedingungen und duBeren Kriften be-

Um mit den oben skizzierten Verfahren héhere Eigenfrequenzen und Schwin-
gungsfor.men berechnen zu kénnen, werden in Abhéngigkeit von der Linge des
Balkcnsilm Vergleich zur reziproken Wellenzahl Funktionen bzw. Funktionen-
sytem? immer héherer Ordnung erforderlich. Man kann sich auf einfachere
Funktionensysteme beschrinken, wenn man den Balken in eine Anzahl finiter
Elemente segmentiert, die iiber Stetigkeitsbedingungen gekoppelt werden.
Dlesc_Vorgehensweise erdffnet die Moglichkeit, in jedem der Elemente die
Fr_.mknonen sachgerecht anzusetzen. Fiir das in diesem Zusammenhang in der
Literatur als "Methode der finiten Elemente’ bezeichnete Verfahren sind for-
mal folgende Schritte durchzufiibren, s. z.B. /84/

(a) Segmentierung des Balkens in eine hinreichende Anzahl finiter
Elemente.

(b) Wakl eines Funktionensystems.

(c) Berechnung der in den Energieausdriicken bendtigten Integrale

und Umformung der Ergebnisse in die Abhingigkeit von den
Werten am Rande des Elementes.
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(d) Kompilation des Gleichungssystem fiir den ganzen Balken iiber
die Stetigkeitsbedingungen.

(e) Losung des Gleichungssystems unter Beriicksichtigung der
Randbedingungen.

(f) Konvergenztest fiir das gesamte Verfahren durch Wahl einer

feineren Segmentierung.

Die Schritte (a) und (d) bis (f) sind bei eindimensionalen Balkenmodellen im
Rahmen eines allgemeinen numerischen Rechenverfahrens standardisierbar.
Die Schritte (b) und (c) werden von der Wahl des Modells, s. Abschnitt 2.4.2,
und von den ZielgroBen der Berechnung bestimmt. In der Literatur werden filr
die Berechnung von Eigenfrequenzen und Schwingungsformen eine groBe
Anzahl von Beschreibungen von Balkenelementen auf der Basis verschiedener
Modelle der Balkenbiegung und mit verschiedenen Ansitzen fiir die Nihe-
rungsfunktionen vorgestellt. Eine Ubersicht iiber die dazu erschienen Arbei-
ten geben /84/ und /85/.

Die Energiemethoden werden fiir viele Anwendungsfélle im Hinblick auf die
Genauigkeit der Ergebnisse und auf den Rechenaufwand variiert und spezia-
lisiert. Ein optimales Verfahren fiir den allgemeinen Balken 148t sich der Li-
teratur nicht entnehmen.

Die Zuverlissigkeit und die Genauigkeit der Energiemethoden hingt von der
Wah! der Niherungsfunktionen ab. Je besser das gewihlte Funktionensystem
die tatsichlich vorliegende Schwingungsform approximieren kann, um so ge-
nauer sind die mit den Methoden erzielten Ergebnisse. Die Bilder von Balken-
schwingungen sind bei konturierten Balken (aber auch die Bilder von Balken-
schwingungen einfacher zylindrischer Balken, s. Abb. 3.12bis 3.17 in Abschnitt
3.5.2 und Abb. 5.4 in Abschnitt 5.6) hiufig unvollstindig oder falsch. Da die
Wah! des Funktionensystems von diesem Bild beeinfluBt werden kann, hdngen
u.U. die Ergebnisse der Energiemethoden von den Bildern ab.

4.4 Integration der Schwingungsgleichung

Die Beriicksichtigung der Schubelastizitidt und der Drehtrigheit kompliziert
die Integration der Schwingungsgleichung erheblich. Daher soll zundchst nur
die Integration im BERNOULLI’schen Modell betrachtet werden. Fiir den ho-
mogenen Balken ergeben sich als Losungsfunktionen die harmonischen Funk-
tionen mit reellen und imaginidren Argumenten.

Zur Darstellung der Gesamtlésung benutzt man hiufig die sogenannten RAY-
LEIGH-Funktionen - Gln. 4.7 - die formal den Vorteil haben, daB sie sukzes-
sive durch Differentiation auseinander hervorgehen.
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Calx) = % (r:oshq? + cosqxi) (4.7a)
Splx) = Eﬂa (sirn q% + sin q%) (4.7b)
calx) = 21—qz (cosh q? - cos q?) (4.7¢)
sqlx) = e—lq—s (sirhq-xf - sin q?] (4.7d)

gt=w214 % (4.8)

In diese allgemeinen Lésungen kénnen die Randbedingungen eingesetzt wer-
den. Fiir die Wellenzahl der Biegeschwingung g/l ergeben sich vier betragsglei-
che - entartete - Losungen aus Gl. 4.8.

Die Integration der Schwingungsgleichungen fiir nicht zylindrische Balken
héingt von der Kontur und von den Randbedingungen ab. Fiir kegelférmige
Kragbalken mit einfachen Querschnittsformen stammt die erste Losung offen-
bar von WRINCH /87/. Sie zeigte, daB als Lésungsfunktionen BESSEL-Funk-
tionen zweiter Art auftreten. Die Berechnung der Eigenfrequenzen bei den
einfachen Randbedingungen und die Bestimmung der Orte der Minima und
Maxima der KenngroBen fiihrt auf transzendente Gleichungen, die nur iber
Niherungsverfahren losbar sind.

CRANCH und ADLER /88/ geben exakte Lésungen der Differentialgleichun-
gen fiir Balken mit rechteckigen, kreisférmigen und elliptischen Querschnit-
ten an, deren Kontur iiber eine Potenzreihe oder iiber eine Exponentialfunk-
tion vorgegeben ist. Zu dieser Fallklasse gehdren viele technisch relevante
Balkenkonturen. Die analytischen Bestimmungsgleichungen fiir die Eigenfre-
quenz sind schon fiir freie Balken sehr komplizierte, transzendente Gleichun-
gen.

Die Ergebnisse der analytischen Integration der Differentialgleichungen fiir
einfache Modelle und fiir Konturfunktionen, die aus mathematischer Sicht auf
den Typ der Differentialgleichung zugeschnitten sind, lassen kaum erwarten,
daB diese Rechenmethode fiir allgemeine Balken genutzt werden kann. In An-
betracht der letztlich doch nicht zu umgehenden numerischen Berechnung
technischer Zielgr68en und im Hinblick auf die Erfolge der Nidherungsverfah-
ren mit Energiemethoden und Matrizenmethoden fehlt auch das Motiv, den
Katalog exakter Lésungen zu vervollstindigen.

Fir schubelastische Modelle mit Beriicksichtigung der Drehtrigheit ist es
e!:enfalls moglich, die Differentialgleichungen fiir homogene Balken durch
einen Ansatz mit RAYLEIGH-Funktionen zu l6sen. Die Entartung der Losun-
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gen fiir g/l wird durch die Schubelastizitit aufgehoben. Es ergeben sich zwei
konjugiert komplexe Parameter fiir die Ausbreitung von Biegewellen. Eine Zu-
sammenstellung von Lésungen fiir TIMOSHENKO’sche Modelle mit den Glei-
chungen fiir die Eigenfrequenz fiir die einfachen Randbedingungen gibt
HUANG /78/. Die exakten Lsungen sind nicht leicht zu nutzen. Bei Anwen-
dungen auf konkrete Probleme mit allgemeinen Randbedingungen ist so viel
Rechenaufwand erforderlich, daB auch fiir die Fille, fiir die exakte Losungen
bekannt sind, Ndherungsverfahren eingesetzt und bis heute weiterentwickelt
werden, um die Eigenfrequenzen und die technisch wichtigen Orte der Schwin-
gungsextrema zu berechnen.

Fiir inhomogene Balken ist auch fiir einen Spezialfall der Kontur eine allge-
meine Integration der Differentialgleichungen eines TIMOSHENKO’schen
Modells nicht bekannt.

Im Rahmen der numerischen Integration der Differentialgleichungen spielt
bei technischen Anwendungen die Spline-Interpolationstechnik zunehmend
eine Rolle. Die Vorteile dieser Methode werden ausfiihrlich in /89/ dargestellt.

4.5 Matrixmethoden

Bei den Matrixverfahren werden die KenngréB8en Durchbiegung, Drehwinkel,
Querkraft und Drehmoment, die den Biegezustand des Balkens an einem Ort
beschreiben, formal zu einem Zustandsvektor zusammengefaBt. Die Zustands-
vektoren an verschiedenen Stellen des Balkens hiingen dann iiber Matrizen
voneinander ab, deren Elemente die Eigenschaften des Balkens enthalten.

Matrixmethoden, bei denen die Integration der Differentialgleichungen er-
folgt sein muB, bevor eine Matrix formuliert wird, werden im folgenden Uber-
tragungsverfahren genannt. Die Matrixmethode, die aus den Differentialglei-
chungen ohne vorherige Integration Matrizen ableitet, wird Kettenmatrixme-
thode genannt.

Zur Aufstellung einer Ubertragungsmatrix ist aus der analytischen Losung der
Schwingungsgleichung des homogenen Balkens die Umrechnung der dort auf-
tretenden Integrationskostanten auf Aussagen iiber die KenngréBen erforder-
lich. In BERNOULLTI’schen Modellen ergibt sich Gl. 4.9 fiir den Zusammen-
hang der KenngréBen auf der Stirnfliche bei x=1 in Abhingigkeit von den
KenngréBen auf der Stirnfliche bei x=0.

Die analytische Losung ist auch fiir ein TIMOSHENKO’sches Modell bekannt,
s. Gl. 5.86 der vorliegenden Arbeit. Die Formulierung in der Form einer Ma-
trizengleichung nach Gl. 4.9 oder auch Gl. 5.86 ist iibersichtlich und im Hin-
blick auf die Beschreibung von Schwingungen zweckmiBig, weil wichtige Ziel-
groéBen wie z.B. die KenngroBen selbst auftreten, andere ZielgréBen direkt be-
rechenbar sind. Die Bestimmungsgleichungen fiir die Eigenfrequenz gewinnt
man durch Einsetzen der sie bestimmenden Randbedingungen in die Zu-
standsvektoren am linken und rechten Rand des Balkens; als Bestimmungsglei-
chungen ergeben sich Funktionen von Unterdeterminanten der Matrix. Da die

80

K.-W. Hirsch

Untersuchungen tber die Grundlagen der Berechnung von Biegewellenleitern
[ = T 12 13 AT x=0
W Cq 15, £1 Cn 3 Sg || W
a1 1 12
¥ 9 15a Ca ET S ET Cn ¥
- C|4 q4 (4.9)
M TG TElsy G 15, ||
4 4
a a_ a1
_K_ _13EI Sk 1EEI Cq Q"75a Ca J —Kd

Ubertragungsmatrizen des Balkens die Schwingungen bzw. die Wellenausbrei-
tung bei jeder Frequenz beschreiben, lassen sich auch Ubertragungsfunktio-
nen (z.B. generalisierte Impedanzen in Abhingigkeit von der Lingenkoordi-
nate, s. Abschnitt 5.2.3.) direkt ableiten.

Diese Rechenmethode bietet an, konturierte Balken durch Segmentierung in
kurze, als homogen anzunehmende Balkenstiicke zu berechnen. Die Verkniip-
fung der Balkenstiicke erfordert dann lediglich eine sequentielle Multiplika-
tion der Ubertragungsmatrizen der Segmente. Analytisch ist dieses Verfahren
jedoch kaum einsetzbar. Aus Gl. 4.9 kann man voraussehen, da8 die Multipli-
kation von schon zwei Ubertragungsmatrizen mit unterschiedlichen Balkenpa-
rametern zu einem kaum mehr verwertbaren Ausdruck fiihrt.

Die numerischen Eigenschaften des Ubertragungsverfahrens werden vor allem
dadurch geprigt, daB die Elemente der Ubertragungsmatrizen aus Summen
von Termen gebildet werden, die jeweils wegen ihrer hyperbolischen Terme in
den RAYLEIGH-Funktionen dem Betrage nach mit der Linge des Balkenstiik-
kes exponentiell anwachsen: bei der Multiplikation der Matrizen sind gegebe-
nenfalls Differenzen groBer Zahlen zu bilden. Es kann so zu schlecht kondi-
tionierten Matrizen kommen, die die Zuverlissigkeit dieses Verfahrens in
Frage stellen kénnen.

Das Ubertragungsverfahren wurde in den fiinfziger und sechziger Jahren maB-
geblich von MARGUERRE et.al. /90/ und /91/, FUHRKE /92/ und PESTEL
et.al. /93 untersucht. Dabei wird den numerischen Schwierigkeiten groBe Auf-
merksamkeit geschenkt.

Die mathematischen Methoden zur Uberwindung der numerischen Schwierig-
keiten werden von MARGUERRE und UHRIG in /90/ gegeniibergestellt und
beurteilt. Es wird gefolgert, daB weder die von FUHRKE /92/ eingefiihrte
Methode mit Delta-Matrizen noch das von PESTEL und MAHRENHOLTZ
195/ begriindete sogenannte 'Reinigungsverfahren’ die Probleme bei schlecht
konditionierten Systemen letztlich l6sen. Die genannten Autoren schlagen vor,
in solchen Fillen auf andere Berechnungsverfahren auszuweichen.
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*  Anmerkung

In der Literatur wird hdug eine physikalische Ursache fiir das Versagen des Ubertra-
gungsverfahrens in den dfngungen gesucht; dies ist bei der Wellenausbreitung
aufgsv n nicht der Fall. Die numenischen Schwierigkeiten hingen allein von den
Balken- und Formparametern des Balkens ab, in keiner Weise aber von den auferleg-
ten Randbedingungen. Auch die Anzahl der Elemente, in die ein Balken segmentiert
wird, bzw. die Anzahl der notwendigen Matrixmultiplikationen spieit nicht die Rolle,
wiedies in /95/, /96 und 97/ angedeutet wird, s. dazu Anhang B dervorliegenden Arbeit.
Die Beriicksichtigung der inneren Diz'mpggm des Materials bewirkt keine wesentliche
Besserung der numerischen Zuverlissigkeit %4/. (In /94/ tritt ein Schreibfehler auf. In
den Gin. 2 und 3 fiir die beiden Wellenzahlen der Lésungen miissen die Terme unter
der zweiten Wurzel addiert und nicht - wie dort ausgedruckt - subtrahiert werden.)

Die Kettenmatrixmethode wird in /6/, /8/ und /94/ vorgestellt. Ausgangspunkt
zur Aufstellung der Matrix sind nicht mehr die allgemeinen Losungen fiir zy-
lindrische Balkenstiicke, sondern direkt die Differentialgleichungen. Die Gin.
4.1 bis 4.4 werden als Differenzengleichungen aufgefat, die in Matrixform mit
der gleichen Begriffsbildung wie beim Ubertragungsverfahren ein differentiell
kurzes Balkenstiick der Linge dx beschreiben. Die Beschreibung endlich lan-
ger Balken wird bei dieser Methode durch Produktintegration der differentiel-
len Kettenmatrizen erreicht. Die Berechnung der Eigenfrequenzen in Abhan-
gigkeit von beliebigen Randbedingungen fiihrt auf in der Regel schnell kon-
vergierende Iterationsverfahren.

Auch bei diesem Verfahren treten unter den gleichen Umstinden wie oben nu-
merische Schwierigkeiten auf, da durch die Multiplikation der differentiellen
Kettenmatrizen die hyperbolischen Funktionen numerisch erzeugt werden,
Hier ist die Behebung der numerischen Schwierigkeiten erheblich leichter zu
beherrschen, denn zur Kettenmatrixmultiplikation werden als mathematische
Operationen nur elementare Addition und Multiplikation benétigt, nicht aber
die Berechnung transzendenter Funktionen wie bei der Aufstellung der Uber-
tragungsmatrizen. Die numerischen Probleme lassen sich bei diesem Verfah-
ren in den meisten Fillen durch eine Steigerung der Stellenbreite, mit der die
Multiplikationen und Additionen durchgefiihrt werden, 16sen. Bei den Abmes-
sungenund Werkstoffen eines Biegewellenleiters in Verbindung mit den in der
Ultraschalltechnik iiblichen Betriebsfrequenzen sind schlecht konditionierte
Matrizen in der Regel nicht zu erwarten.

° Anmerkung

Das Kettenmatrixverfahren ist nicht unbedingt langsamer als die Rechnung mit Uber-
tra matrizen. Die Bildung der Elemente der Ubertragungsmatrix bendtigt bei TI-
MOSHENKO'schen Modellen eine Rechenzeit, die durc vergleichbar ist zur der
Rechenzeit einer numerischen Produktintegration der Kettenmatrizen eines in hinrei-
chend viele Elemente segmentierten Balkens.
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Untemuchugen auf einem Tischcomputer S:gem 8296) zeigen dariiber hinaus, dafl

bei gleicher Stellenbreite die Erzeugung von Ubertragungsmatrizen iiber die Produkt-

ingggraubn enauere Ergebnisse liefert als die direkte Aufstellung der Matrix nach Gl.

Z.ie s. /94)), da die implementierten Routinen fiir die harmonischen Funktionen und
Apone

n in Grenzbereichen Schwéichen aufweisen.
4.6 Beurteilung der Rechenmethoden

Die Beurteilung der Rechenmethoden erfolgt wie bei den Modellen im Hin-
blick auf ihre Tauglichkeit fiir die Berechnung von Biegewellenleitern in der
Ultraschalltechnik. Neben diesen besonderen Kriterien ist die Genauigkeit
der Ergebnisse und die Zuverlissigkeit der Verfahren zu beriicksichtigen.

Die praxisgerechte Berechnung von Biegewellenleitern bedingt eine Rechen-
methode, die sich in die Berechnungsmethoden fiir die anderen Bauelemente
eines Ultraschallsystems einbinden l4Bt. An Biegewellenleiter angeschlossene
Bauelemente konnen Lasten und Wandler oder Wellenleiter eines anderen
Wellentyps sein. Diese Bauelemente werden jeweils durch eine frequenzab-
hingige Impedanz charakterisiert. Diese Angaben ergeben fiir den Biegewel-
lenleiter Randbedingungen fiir die Quotienten zwischen Querkraft und
Schnelle bzw. Drehmoment und Drehgeschwindigkeit. Es ist daher von der Re-
chenmethode zu fordern, da8 sie die frequenzabhingigen Ubertragungseigen-
schaften des Wellenleiters mit diesen Zielgr6B8en beschreiben kann.

Es ist im Rahmen der Aufgabenstellung nicht méglich, durch eigene Verifika-
tion die Rechenmethoden zu vergleichen. Vergleiche aus der Vielzahl der Ver-
offentlichungen zu gewinnen, ist ebenfalls nur in Ausnahmen zuverlissig mog-
lich. Denn Zahlenvergleiche sind nur sinnvoll, wenn sie auf der Grundlage des
gleichen Modells (z.B. gleiche Wahl des TIMOSHENKO-Koeffizienten), der
gleichen Kontur (z.B. kegelférmiger Kragbalken), bei gleichen Balkenparame-
tern (z.B. gleiche Wahl der Querkontraktionszahl) und unter den gleichen
Randbedingungen (z.B. frei-frei) gewonnen wurden. Man findet in der Litera-
tur nur wenige in allen Parametern jeweils passende Zahlenangaben. Es ist
daher in den Veroffentlichungen iiblich, die Verfahren jeweils mit exakten Er-
gebnissen fiir die analytisch 18sbaren Fille zu vergleichen. Dabei erhilt der
Leser nur selten alle Informationen iiber das zugrunde gelegte Modell, so daB
sich diese Angaben fiir weitere Vergleiche wenig eignen. Reprisentative Bei-
spiele quantitativer Vergleiche sind in /98/, /99/, /83/, /100/, /101/, /102/, /103/
enthalten.

Es sei hier darauf hingewiesen, daB Vergleiche mit MeBergebnissen bei der
reinen Bewertung der Rechenmethode kontraproduktiv sind, da sich die Un-
zuldnglichkeiten des Modells von den Ungenauigkeiten der Rechenmethode
nicht trennen lassen.

Allgemein 148t sich aus der Literatur entnehmen, da8 wohl alle Verfahren sich
so verfeinern lassen, daB sie fiir die angegebenen Testfille eine hinreichende
Genauigkeit in der Bestimmung der Eigenfrequenz erreichen. Als hinreichend
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148t sich in diesem Zusammenhang eine Genauigkeit bezeichnen, wenn der
Restfehler kleiner als die zu erwartende Unsicherheit aus der Modellbildung
ist, so daB die Fehler der Rechenmethode insgesamt vernachlissigt werden
konnen.

«  Anmerkung

Die entwickelten Verfahren werden in den meisten Fiillen nicht mit dem Ziel einge-
setzt, die Schwingung des Bauelementes, der Maschine oder des Bauwerkes it hoher
Genauigkeit zu beschreiben, weil man die Schwingung technisch nutzen méchte. Man
nutzt die Berechnung héufig lediglich, um Hinweise darauf zu erhalten, wie das Teil
auszulegen ist, um Schwingungen im Betrieb zu unterdriicken. Deshalb steht bei den
Verfahren die Eigenfrequenz als Zielgroe im Vordergrund. Hinweise auf die Zuver-
lﬁ.s.s}'tigkeit geér Ergebnisse im Hinblick auf die Schwingungsform werden tn der Regel
nicht gegeben.

Die Zuverlissigkeit ist das zweite Bewertungskriterium zur Beurteilung der
Rechenmethoden. Hier ist zwischen den segmentierenden und ganzheitlichen
Verfahren zu unterscheiden. Bei den RAYLEIGH-RITZ-Verfahren, die sy-
stemimmanent stets obere Grenzwerte der Eigenfrequenzen liefern, sind er-
ginzende Methoden entwickelt worden, die gerade stets niedrigere Grenzwer-
te liefern /83/, so daB hier die Zuverlédssigkeit kontrolliert werden kann. Bei
den Finite-Elemente-Methoden und der Spline-Interpolationstechnik liefern
Konvergenztests einen geniigend sicheren AufschiuB iiber die Signifikanz der
Ergebnisse. Alle Verfahren, iiber die in der Literatur berichtet wird, bestehen
diesen Test; es werden allerdings daraus Aussagen iiber die notwendige Fein-
heit der Segmentierung gewonnen.

Bei den Ubertragungs- und beim Kettenmatrixverfahren ist die Zuverléssig-
keit besonders kritisch. Der dort iibliche Selbsttest iiber das Reziprozitits-
theorem fiihrt, wenn er in der einfachen Form (Determinante der Matrizen
= 1) positiv ausf4llt, zur sicheren Aussage, daB die Ergebnisse zuverlissig sind.
Der UmkehrschluB ist weniger sicher. Aber auch bei diesen Methoden sind
Konvergenzuntersuchungen im Ubergang von grober zu feiner Segmentierung
durchfihrbar.

Die Anforderungen an die Rechenmethode von seiten der Ultraschalltechnik
kdnnen prinzipiell von allen Methoden erfiillt werden. Alle Methoden bis auf
das Ubertragungs- und das Kettenmatrixverfahren weisen aber strukturelle
Probleme auf. Zunichst ist es nicht das primire Ziel dieser Verfahren, im
obigen Sinne Ortskurven von 'Impedanzen’ zu liefern; ihre vordergriindige
ZielgroBe ist die Eigenfrequenz. Weiterhin ist man bei diesen Systemen in der
Regel auf groBe fremde Programmpakete angewiesen, die die praktische Im-
plementierung in numerische Verfahren zur Auslegung von Systemen der Ul-
traschalltechnik sehr erschweren. (Iterative Optimierungen von Biegewellen-
leitern erfordern bei diesen Methoden jeweils einen neuen Rechengang mit
der stets notwendigen Lsung groBer Gleichungssysteme. Die dafiir notwendi-
gen Rechner sind bei den Anwendern in der Regel nicht vorhanden.)
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Im Gegensatz dazu bietet das Ubertragungsverfahren und insbesondere das

Kettenmatrixverfahren in dieser Beziehung Vorteile. Bei Vorgabe einer Be-

triebsfrequenz sind ihre ZielgréBen gerade die technisch interessanten Para-

meter, die ohne Iterationen vorliegen. Als numerische Verfahren sind sie sehr

‘l";ber?ichtlich formulierbar und leicht auch fiir kleinere Rechenanlagen aufzu-
ereiten.

Weiterhin erlauben diese Methoden eine Formulierung in Anlehnung an die
Sprache der Vieltortheorie und eignen sich von daher sebr gut fiir eine Imple-
mentierung in eine dibergreifende Rechenmethode zur Auslegung akustischer
und elektroakustischer Bauelemente. Die notwendige Theorie zur Einbezie-
hung des Biegewellenleiters in eine akustische Leitungstheorie wird in Kap.5
vorgestellt.

Die Methode der Wahl zur Berechnung von Biegewellenleitern in der Ultra-
schalltechnik ist daher die Methode der Ubertragungs- bzw. der Kettenmatri-
zen. Ihr ist gerade wegen der letzten Argumente der Vorzug zu geben. Die
Nihe zur physikalischen Formulierung der differentiellen Zusammenhinge
erlaubt die Anpassung des zugrunde gelegten Modells auf den Spezialfail. Das
Verfahren bleibt in jeder Rechenphase physikalisch interpretierbar und er-
zeugt die Schwingungsformen numerisch ohne den Umweg iiber nihernde
Funktionen, die mogliche physikalische Zusammenhinge verdecken kénnen.
pie numerischen Probleme treten bei technisch relevanten Biegewellenleitern
in der Regel nicht auf bzw. kénnen durch eine Steigerung der Rechengenauig-
keit iberwunden werden.
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5 Theorie gekoppelter Leitungspaare

5.1 Einfithrung

Die vorangegangenen Betrachtungen haben gezeigt, daB Biegewellenleiter mit
ausreichender Zuverldssigkeit durch eindimensionale Modelle beschrieben
werden kénnen. Im folgenden wird ein solches Modell vorausgesetzt. Die Be-
trachtungen werden auf zeitinvariante Probleme beschrinkt. Die KenngréBen
des Modells konnen daher durch FOURIER-Transformation in zeitunabhin-
gige KlemmengroBen iiberfiihrt werden.

In der elektrischen Netzwerktheorie werden Leitungen im Rahmen der Vier-
poltheorie behandelt: das KlemmengréBenpaar Spannung und Stromstérke am
Ein- und Ausgang eines Leitungsstiicks wird mit Hilfe von Ubertragungsmatri-
zen verkniipft. Akustische Leitungen lassen sich als Komponenten akustischer
Systeme wie elektrische Leitungen als Komponenten elektrischer Systeme be-
schreiben, Ein Dehnwellenleiter z.B. wird in gleicher Weise behandelt wie ein
elektrischer Wellenleiter: An die Stelle des KlemmengréBenpaares Spannung
und Stromstérke tritt das Paar Kraft und Schnelle.

Der Biegewellenleiter unterscheidet sich grundsatzlich vom Dehnwellenleiter.
Er weist vier statt zwei LeitungskenngroB8en auf, die paarweise einen anderen
physikalischen Charakter haben; Querkraft und Querschnelle sind Komponen-
ten polarer Vektoren, wihrend Drehmoment und Drehgeschwindigkeit Kom-
ponenten axialer Vektoren darstellen.

Hinsichtlich des Energieflusses konnen Biegewellen als miteinander gekop-
pelte Scher- und Drehwellenanteile aufgefaBt werden, weil an jedem Ort der
Biegewellenleitung Leistungen nur iiber die Kenngro8en Querkraft und Quer-
schnelle einerseits bzw, Drehmoment und Drehgeschwindigkeit andererseits
iibertragen werden. Deshalb kénnen diese KenngréB8en jeweils zu einem Klem-
mengréBenpaar zusammengefaBt und als Tore einer Scher- bzw. einer Dreh-
welle interpretiert werden. Zur Beschreibung von Biegewellenleitern ist daher
eine Theorie gekoppelter Leitungspaare erforderlich.

Um den Biegewellenleiter anwendungsorientiert zu beschreiben, ist es not-
wendig, die Theorie gekoppelter Leitungspaare in Anlehnung an die Metho-
den kompatibel zu formulieren, die bei der Berechnung anderer akustischer
Leitungen und Bauelemente bereits angewendet werden. Deshalb kniipft die
hier vorgestellte Theorie an die Ubertragungsmatrix- bzw. Kettenmatrixme-
thode im Rahmen einer Vieltordarstellung an.

Die Theorie wird ansatzweise so weit entwickelt, daB die wichtigen Aussagen
iber Leitungsphinomene abgeleitet werden konnen. Dazu gehéren die prinzi-
piellen Eigenschaften der Welleniibertragung, der Leistungstransport und die
Beschreibung des Verhaltens der Wellen an Grenzflichen als Grundlage der
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Ben_achn}mg inhomogener Leitungen. Besonderer Wert wird dabei auf die
Beriicksichtigung der formalen Kompatibilitit zur Beschreibungsweise einfa-
cher Wellenleiter im Rahmen einer akustischen Vieltortheorie gelegt.

Zunichst werden die besonderen Eigenschaften der Klasse der Leitungen in
der Familie allgemeiner akustischer Vieltore dargelegt und eine Methode zur
Darstellung der Wellenausbreitung, d.h. des Reflexions- und Transmissions-
verhaltens und des Energietransportes vorgestellt. Bevor mit der Theorie der
Biegewellenleiter beschrieben wird, wird sie methodisch auf das einfache
Beispiel des Dehnwellenleiters angewendet.

5.2  Zur akustischen Vieltortheorie

5.2.1 Tore und KlemmengréBen eines Vieltores

Es wird vorausgesetzt, daB die betrachteten akustischen Systeme Leistung nur
an Toren libertragen, an denen jeweils zwei KlemmengroBen auftreten, die als
Observable gemessen werden kénnen. Die beteiligten Tore kénnen unter-
schiedlichen Charakter aufweisen. Ihre KlemmengréBen kénnen in verschie-
denen, unterschiedlich dimensionsbehafteten Koordinatensystemen gemessen
werden. Da die Energie und damit in zeitinvarianten Systemen auch der Ener-
_gieﬂuB, also die Leistung, als physikalische Invariante gebildet werden muB,
ist weiterhin zu fordern, daB das Skalarprodukt im Koordinatensystem der
]eyeiligen KlemmengréBen ein MaB fiir den Energieflu am jeweiligen Tor ist.
Die KlemmengréBen sollen daher in einem leistungsbezogen kontragredien-
ten Koordinatensystem gemessen werden.

Durch diese Forderung wird erreicht, daB die an den unterschiedlichen, z.B.

an elektrischen, akustischen oder mechanischen Toren ermittelten Leistungen

direkt vergleichbar sind. Sie schlieBt ein, daB die zur Leistungsberechnung

erforderliche Produktbildung zwischen ko- und kontragredienten Komponen-

;ex: der KlemmengréBen in ihrem jeweiligen Koordinatensystem zu erfolgen
at.
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*  Anmerkung

Untersuchungen uber die Grundlagen der Berechnung von Biegewellenleitern

Das Begriffspaar ko- und kontragredient sind veraltete Bezeichnungen fir das heute

gbliche g:
‘gstem r

grgﬁ'spaar ko- und kontravariant. In der Physik ist es iiblich geworden, das

erschiebungen als kontravariantes zu bezeichnen; die Krdfte werden in

r Regel kovariant dargestellt (vgl. /108/). Im Rahmen der Theorie gekoppelter Lei-

ist es erforderlich, zueinander reziproke Basissysteme in einem Vektorraum

;uunisennzeichnen, dessen Vektoren gleichermafen kinematische und dynamische
Komponenten als Elemente enthalten, also gemischtvariant sind. Deshalb wird in der
vorliegenden Arbeit das Begriffspaar ko- und kontragredient verwendet.

Zur Erlduterung der Begriffe ko- und kontragredient soll einfiihrend das Skalarpro-
dukt zweier Vektoren 11 und 12 in einem allgemeinen n-dime )

Bezugssystem
(€, €2, ..., & ...en) betrachtet werden, s. z.B. /104/. Fiir die Entwicklung der beiden

Vektoren nach dieser Basis erhdlt man

T

m
=7 (p1ex) ex
k=1

m
ra= (raex) ex (5.1)
k=

1
Multipliziert man die Vektoren in dieser Entwicklung skalar miteinander, ergibt sich

m m
rire=2 2 (ri1ex)ireer) exel (5.2)
k=1 1=1

Es ist offensichtlich, daf dieses Produkt nur dann unabhdingig vom gewdihlten fﬁﬁ}

Ssystem ist, wenn

Bezugssystem selbst eine orthonormierte Basts ist, d.h.,

skalare Produkt jedes Basisvektors mit sich selbst gerade die Einheit ergibt und das
Produkt zweier verschiedener Basisvektoren verschwindet. Die Bedingung lautet mit
dem KRONECKER-Symbol

xker=4&,, (5.3)

In einem allgemeinen nicht orthogonalen und nicht normierten Bezugssystem wird das

zweier Vektoren nur dann unabhdngig vom Bezugssystem, wenn einer der
beiden Vektoren auf diese Basis, dje gn folgenden als kogrediente Basis mit hochge-
stellten Indizes geschrieben wird (g , €, ..., €, ..&") , bezogen istund der andere Vektor

in Bezug
ko

iente Basis mit ti
entwickelt wird. Zwischen

ellten Indizes geschrieben wird (g1, £2, ..., € ...€n),
kogredienten und kontragredienten Basisvektoren

auf emne zu dieser Basis dualen oder reziproken Basis, die im folgenden als
n

gelten die sie wechselseitig definierenden n Orthogonalitdts- und Normierungsbedin-

gungen
1_ ¢l
8,8 =8 (5.4)
Die den Gln. 5.1 entsprechenden Entwicklungen der Vektoren lauten dann
n . K z K &k
£1=Z(E:§k)gkzszkg EFZ‘&E’&:;F* Ex
k=1 k=1 k=1 k=1 (5.5)
m Kk 2 K 2 K ek
= =)r, e r,=2(r,ele =217, 8
L, kzi(ﬁagklg k; x & AP kz-i L.8 )8 k; 2 Ex
Als ein vom Bezugssystem unabhdngiges Skalarprodukt ist die skalare Multiplikation
eines kogredient und eines lcommgreE'em entwickelten Vektors nach Gl. 5.6 zu defi-
nieren.
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mn 'y "
Le* [2-'1 [E’ g“) gk} |;§'1 (LE gk) gk] =k§-"‘1k sz (5.6)

ManbezeichnetdieBafisomemﬁundgiahmahandenmpmkodakonuage-
em

dient. Ist das selbst eine orthonormierte Basis, ist die dazu kontragre-
mmﬁ% Ist das kogrediente Bezugssystem dimensionsbe-
haftet, so hat das kontragrediente Bezugssystem gerade die reziproken Dimensionen.

Fiir die Leistung gelte zunichst die Konvention, daB das Vorzeichen des Ener-
gieflusses fiir alle Tore dasselbe ist, wenn der EnergiefluB an den Toren in das
System hineingerichtet ist.

Aus dem Erhaltungssatz der Energie folgt, daB bei Zeitumkehr das MeBergeb-
nis fiir den EnergiefluB sein Vorzeichen umkehrt. Das hat Konsequenzen fiir
das KlemmengroBenpaar eines jeden Tores: Bei Zeitumkehr kehrt eine und
nur eine der beiden Klemmengré8en ihr Vorzeichen um /105/. Fiir die syste-
matische Beschreibung der Vieltore erweist sich diese Unterscheidungsmog-
lichkeit so definierter Klemmengro8en als niitzlich.

§.2.2 Zum Gleichungssystem des Vieltores

Das Ubertragungsverhalten zwischen den n Toren eines n-Tores wird durch n
lineare Gleichungen beschrieben. Die Gleichungen konnen unter vielerlei
Aspekten zu einem Gleichungssystem zusammengefaBt werden. Fiir eine sy-
stematische Behandlung des Gleichungssystems ist es einerseits erforderlich,
die KlemmengréBenpaare nach Toren zu ordnen. Andererseits ist auch die
Reihung der KlemmengréBen an jedem einzelnen Tor nach einem gleichen,
vom Betrachter und vom Problem unabhingigen Kriterium vorzunehmen. Die
Betrachtung des Verhaltens der KlemmengréBen bei Zeitumkehr liefert im
Gegensatz zur Anwendung von Analogien genau dieses Kriterium.

*  Anmerkung
Bej einfachen elektroakustischen Wandlern liegt in vielen Fillen ein Zweitor vor, das

das e

ische Paar Spannung und Stromstiirke mit dem akustischen Paar Kraft und

Schnelle verbindet. Zur Reihung der Klewnengrﬁfkn legt man je nach Anwendungs-
. Art -,

fall die sognaunte elektroakustische A

spannung entspricht Kr?’t,
-

Stromstdrke entspricht Schnelle- oder die Analogie II. Art mit gerade umgekehrter

. Dann werden Aussagen z.B. zur Reziprozitiit des Systems abhdn-

ordnung
gﬁ' yon dfdrer chreibung und sind keine objektiven Aussagen iiber das System. Eine

yPen nach dem Knterium der Zettumkehr ist fiir jedes Paar

eindeutig und fiihrt bei Systemen mit mehreren unterschiedlichen Klemmengrifen-
paaren nicht zu dem Problem, Analogien einfithren und begriinden zu miissen. Das
&ilt auch fiir den Bieg.vchwinger, bei dem Analogien zwischen kraft und Dreh-
morment, Querschnelle und Drehgeschwindigkeit oder Querkraft und Drehgeschwin-
digkeit,Querschnelle und Drehmoment moglich wéren.
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Das Gleichungssystem eines Vieltores 148t sich allgemein in die Form nach Gl.
5.7 bringen.

In Gl. 5.7 ist C eine allgemeine n x 2n Koeffizientenmatrix; mit X sind die bei
der Zeitumkehr vorzeichenerhaltenden KlemmengréBen und mit Y die bei

€y Cyp Cyan Xy
Car C2 - - - Caen Yy
X1 =0 (5.7
. . . Y,
Enl Cne Cn?n
xn
LYo

Zeitumkehr vorzeichenwechselnden KlemmengriBen bezeichnet.

Die Form von Gl. 5.7 ist eine der méglichen, im obigen Sinne nach Toren und
KlemmengroBen geordnete Darstellung des Gleichungssystems. Abgesehen
von einer anderen Reihenfolge der Tore ist sie gleichzeitig die einzige Form
des Gleichungssystems, die unabhéingig von besonderen Systemeigenschaften,
die z.B. Nullelemente in C ergeben konnen, stets erreicht werden kann.
Deshalb ist Gl. 5.7 Ausgangspunkt der Betrachtungen.

5.23 Generalisierte Impedanz-, Admittanz- und Kettenmatrix

Haiufig ist es maglich, das Gleichungssystem des n-Tores in andere, der analy-
tischen Rechnung zugiinglichere Formen zu bringen. Eine besondere Form ist
Gl 5.8

X, | [v,]
xa Y2

=/ (5.8
X'L _Y'L
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Die Matrix Z wird hier als generalisierte Impedanzmatrix bezeichnet. Z ist
eine quadratische Matrix vom Range n; in ihrer Hauptdiagonalen treten tor-
spezifische Impedanzen, Zx, sonst generalisierte Impedanzen, Zyi, als Koef-
fizienten auf.

Unter entsprechenden Voraussetzungen fiir das Gleichungssystem 1iBt sich
mit analoger Begriffsbildung eine generalisierte Admittanzmatrix ableiten.
Sind die Determinanten der Matrizen ungleich null, sind sie invers zueinan-
der.

Die Ableitung einer Kettenmatrix stellt héhere Anforderungen an das Glei-
chungssystem. Gl. 5.7 muB so separiert werden kénnen, daB auf beiden Seiten
der Gleichung einander entsprechende Tore aufgereiht sind. Dies ist prinzi-
piell nur bei einer geraden Torzahl méglich. In der Familie der allgemeinen
Vieltore erfiillen Leitungsstiicke gerade diese Bedingungen, weil sich die Tore
der Leitung an einem Ort x1 stets in Abhingigkeit von den entsprechenden
Toren am Ort x2 der Leitung separieren lassen miissen. Ordnet man das Glei-
chungssystem auf beiden Seiten nach Toren und KlemmengraBen, stehen sich
jeweils gleichartige Tore gegeniiber. Die Koeffizienten des Gleichungssystems
bilden dann eine generalisierte Kettenmatrix 4.

B —

X, (x,) X, (x,)
Y, (x,) Y, x,)
=A |- (5.9)
).(ﬂ (XE] ).(n (x,)
2 2.1
Y3 lx)] Ry

A ist stets eine quadratische Matrix von geradem Rang; in ihrer Hauptdiago-
nalen treten dimensionslose Transformationsfaktoren, sonst schachbrettartig
alternierend generalisierte Impedanzen und Admittanzen als Komponenten
auf.

Wie in der Vierpoltheorie wird fiir die Kettenmatrixform des Gleichungssy-
stems eine andere Vorzeichenkonvention des Energieflusses vereinbart: das
Vorzeichen des Energieflusses soll an allen Toren das gleiche sein, wenn die
Energie in die gleiche Richtung bezogen auf die Lingskoordinate flieBt.
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5.2.4 Reziprozititstest des Gleichungssystems

Die Reziprozitit eines Vieltores, die bei vielen physikalischen Systemen, auch
bei Biegewellenleitungen, aus allgemeinen Betrachtungen abgeleitet werden
kann, s. /66/, hat wichtige Konsequenzen fiir das Gleichungssystem. Deshalb
soll an dieser Stelle ein Verfahren angegeben werden, das es auch bei Vielto-
ren mit unterschiedlichen KlemmengréB8enpaaren gestattet, diese Eigenschaft
formal nachzupriifen. Dieser Test muB im Ansatz unabhingig von der Form
des Gleichungssystems sein.

Den Zweitoren wird die Eigenschaft der Reziprozitit zugeschrieben, wenn die
Zweitormatrizen bestimmten formalen Kriterien geniigen: Unter Beachtung
der bei den jeweiligen Darstellungen verabredeten Vorzeichenkonventionen
fiir den EnergiefluB miissen die Impedanz- und die Admittanzmatrix symme-
trisch sein, der Quotient der Nebendiagonalelemente bei den Hybridmatrizen
-1 ergeben; die Kettenmatrix muf die Bedingung det(A) =1 erfiillen.

Die Reziprozitit von allgemeinen Vieltoren 148t sich schrittweise auf die Re-
ziprozitit von Zweitoren zuriickfithren. Fiir die Entscheidung, ob die Ubertra-
gung zwischen zwei ausgewihlten Toren eines Vieltores reziprok ist, ist es er-
forderlich, fiir die verbleibenden Tore beliebige lineare Zusammenhénge zwi-
schen den jeweiligen KlemmengréBen vorzugeben; d.h., das Tor ist mit einer
beliebigen torspezifischen Impedanz abzuschlieBen: Dann 148t sich das Glei-
chungssystem des Vieltores stets auf eine Zweitormatrix reduzieren, die nach
den oben aufgefithrten Kriterien auf Reziprozitit untersucht werden kann.

Ein Vieltor soll dann als reziprok bezeichnet werden, wenn es nicht méglich
ist, eine Zweitorpaarung aufzufinden, bei der die Reziprozitdt verletzt ist.

Jeder Einzeltest aus der Permutation aller méglichen Torkombinationen lie-
fert eine Bedingung fiir die Reziprozitdt des Gesamtsystems. Ein reziprokes
n-Tor hat daher n(n-1)/2 Reziprozititsbedingungen zu erfiillen. Diese Bedin-
gungen schrinken die Anzahl der unabhingigen Koeffizienten des Gleichungs-
systems ein.

Durch Anwendung des oben formulierten Reziprozititskriteriums fiir Vielto-
re 148t sich zeigen, daB die Reziprozititsbedingungen in eine Aussage iiber die
Impedanzmatrix Z oder die Admittanzmatrix G zusammengefat werden kon-
nen: LiBt sich aus dem Gleichungssystem eines n-Tores eine generalisierte Im-
pedanz- oder Admittanzmatrix ableiten, liegt dann und nur dann Reziprozitit
vor, wenn diese Matrix symmetrisch ist.
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53  Zustandsraum von Leitungswellen

5.3.1 Zustandsvektoren und lineare Abbildung

Fiir die Beschreibung von Leitungen ist es vorteilhaft, das Gleichungssystem
in die Kettenmatrixform nach Gl. 5.9 zu bringen (s.0.). Mit der formalen Zu-
sammenfassung der Koeffizienten des Gleichungssystems zu einer Kettenma-
trix ist formal dic Zusammenfassung der geordneten KlemmengroBen zu ei-
nem Vektor verbunden. Dieser Vektor beschreibt bei Leitungen, auf die nun
die Betrachtungen beschrinkt werden, den Zustand der Leitung an einer Stelle
x. Die Komponenten dieser Zustandsvektoren sind unterschiedliche, verschie-
den dimensionale KlemmengréBen, die durch das System miteinander verkop-
pelt sind. Alle méglichen Zustinde, d.h. alle mdglichen MeBergebnisse auf
einer Leitung kénnen durch einen solchen Zustandsvektor als Punkt in einem
n-dimensionalén Zustandsraum eindeutig gekennzeichnet werden.

Es wird sich im Sinne der Ubersichtlichkeit als vorteilhaft erweisen, die Vek-
toren in diesem Raum in der sogenannten ’braket’-Schreibweise zu notieren.
Es wird vereinbart, daB der Vektor 1 als ket-Vektor |r> einen kogredienten
Vektor bezeichnet. Entsprechend ist der bra-Vektor <r| der kontragrediente
Vektor zu 1. Als Skalarprodukt zwischen den Vektoren r1 und r2 ist in dieser
Schreibweise das Formelzeichen <ri|r2> definiert, wihrend die Reihung
Ir1> <r2| als dyadisches Produkt der Vektoren einen Operator in diesem
Vektorraum darstelit.

Die Definitionsgleichung der Kettenmatrix, Gl. 5.9, stellt im Zustandsraum
eine lineare Abbildung dar: sie bildet den Zustandsvektor h(x1) am Ausgang
der Leitung iiber die in der Kettenmatrix enthaltenen Ubertragungseigen-
schaften des Leitungsstiickes auf den Zustandsvektor b(x2) am Eingang ab.

Die Abbildung lautet in braket-Schreibweise
[b(x,)> = Alx,.x,) [bix,)> (5.10)

Es ist offensichtlich, daB die Inverse von A den umgekehrten Betrieb der
Leitung beschreibt.

-1
[b(x)> = A™ (x,.x,) [B(x,)D (5.11)
Dem Aneinanderfiigen von zwei Leitungsstiicken entspricht die sequentielle

Abfolge von zwei linearen Abbildungen im Zustandsraum; dies fiihrt zu einer
Multiplikation der zugehérigen Kettenmatrizen.
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[blxg)> = A, (x5.x,) b (X)) (5.12)
|bix,)> = A, (x,.x,) [blx,)> (5.13)
[bixy)D> = A, A, 0(x,)D> (5.14)

i i i iicke ist im allgemeinen nicht
Die Reihenfolge der Verschaltung der Lentpuggtucke istim allg
vertauschbar, so wie die Matrixmultiplikation im allgemeinen nicht kommuta-
tiv ist.
Da es sich um eine lineare Abbildung handelt, 148t sich jede inhomogene
Leitung, bei der die das Leitungsstiick charakterisierenden Pal:ax.neter ortsab-
héngig sind, durch eine Produktintegration von sogenannten differentiellen
Kettenmatrizen’ D darstellen, die die Ubertragung iiber ein als hompgen an-
zunehmendes Leitungselement der differentiellen Lﬁl.lge dx I?eschrelbt. (Zur
Einfiihrung der Begriffe 'Produktintegration’ und ’differentielle Kettenma-
trix’ s. z.B. /9/)

Ib (x+dx)> = D(x) |b(x))> (5.15)

X
b (x,)> = ﬁ D) | [b(x)D> = Alxyxy) [bix,)>  (5.16)
X=X

53.2 Kontragredientes Bezugssystem der Zustandsvektoren

Fiir weitergehende Rechnungen im Zustandsraum der Leitung wird ein Be-
zugssystem bendétigt, in dem die Zustanqsvektqren gemessen werden. Als lge-
zugssystem fiir die Zustandsvektoren bietet S|_ch das Elgenvcktorsystem er
Kettenmatrix an. Wegen der Linearitét des Glelchunlgssyst.ems'kann im folgen-
den ohne wesentliche Einschrinkung der Allgememgiilugken vorausgesetzt
werden, daB das betrachtete Leitungsstiick homogen ist, d_ne Leitungsparame-
ter also nicht von der Lingenkoordinate x abhﬁngen: Diese V'orauss&?tzung
kann spéter wieder leicht aufgehoben werden. Ume_r dieser I'iedmgung ist das
Eigenvektorsystem der differentiellen Matrix D mit dem Eigenvektorsystem
von A identisch.

0le = Ade (.17)
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Das Eigenvektorsystem |ck=1,...,n > wird im allgemeinen nicht orthogonal und
nicht normiert sein; Rechnungen in diesem Bezugssystem erfordern daher die
Angabe der ko- und kontragredienten Basis. Wahrend das MeBergebnis fiir die
Vektorkomponenten von der Basis abhingt, ist das Skalarprodukt eine Invari-
ante des vollstindigen Bezugssystems.

Das Eigenvektorsystem lck=1,..,n> der Kettenmatrix L wird hier als kogre-
diente Basis aufgefaft, die kontragrediente Basis sind die kontragredienten Ei-
genvektoren <ck=1,..n|. Die Orthonormierungsbedingungen, die gleichzei-
tig die Bestimmungsgleichungen fiir die kontragrediente Basis sind, lauten

{ele = &, (5.18)

Fiir den Zustandsvektor der beobachtbaren KlemmengréBen |b> lautet die
Darstellung in der kogredienten Basis

n
[b> =k§1 b*|c, > (5.19)

Die in G1. 5.19 definierten Entwicklungskoeffizienten b¥ werden im folgenden
als (kegrediente) Amplituden des Eigenzustandes k bezeichnet. Die Amplitu-
den b" koénnen mit Hilfe der kontragredienten Basis als Skalarprodukte mit
deren Basisvektoren dargestellt werden.

6" = <c,|bD (5.20)

Die Orthonormierungsbedingungen in Gl. 5.18 bestimmen das kontragredien-
te Basissystem nicht eindeutig; Gl. 5.18 148t sich nach Einfiihrung einer zu-
néchst willkiirliche Konstante ay fiir jedes Eigenvektorpaar k erfiillen.

{a.c lic =1 fir alle a (5.21)
kel “x k

Fiir die Wahl der Konstanten ak kann man eine Vorschrift frei wihlen. Durch
eine solche Vorschrift wird der hier sogenannte Bezug des Basissystems - das
MaBsystem fiir die Zustandsvektoren - festgelegt. Man kann beispielsweise die
ak so bestimmen, daB die Basisvektoren des kogredienten Systems gerade eine
1 in einer Komponente, d.h. fiir eine KlemmengroBe, aufweisen. Damit sind
die kogredienten Amplituden der Eigenzustéinde in der MaBeinheit dieser
KlemmengréBe zu messen, entsprechend die Amplituden des kontragredien-
ten Systems in der dazu reziproken Einheit.

Dazu gleichberechtigt sind Vorschriften iiber Funktionen der Eigenvektoren.
Eine zweckmiBige Festlegung ist die Beziehung des Koordinatensystems auf
die Wirkleistung Nw. Zur Ermittlung des Wirkleistungstransportes, der durch
einen Zustandsvektor gemessen wird, wird der (nichtlineare) Operator Q
durch GI. 5.22 definiert.
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[N e

Ny = Gﬂoﬁ = Re { X X (x) Yi[x)} (5.22)

-
"

o Anmerkung

In GL 5.22 wird die Leistung jedes Klemmengrofenpaares an der Stelle x durch das
Produkt der Iﬂemmengrb;ﬂeijdatgmel&. Dag:i) kennzeichnet die verschiedene Stel-
Iung der Indizes, daf$ zur Berechnung der Leumn‘ﬁlgw in zeitinvarianten Systemen
eine physikalische Invariante ist, das Skalarpro der Klemmengrofen gebildet
werden mufi: im Koordin stem jedes Klemm;%oﬁenpam wird r die Lei-
stung durch das Produkt der kogredienten Ampl, einer der Klemmengrdfien mit
der kontragredienten Amplitude der anderen Klemmengréfe berechnet, vgl. GL 5.6.
Werden beispielsweise die Klemmengrofen mit Hilfe des komplexen Zahlensystems
angegeben, £f die Leistung aus dem Produkt einer komplexwertigen KZ_emmengroﬁ_e
mit £m konjugiert komplexen der anderen Klemmengrofe zu bilden, weil zu der Basis
der komplexen Zahlen gerade die konjugiert komplexen Zahlen die reziproke Basis
sind.

Sind die ak so bestimmt, daB die Anwendung von Q auf die kogredienten E%—
genvektoren gerade die Leistungseinheit ergibt, wird d_as Bezugssystem lei-
stungsbezogen genannt. Die Anwendung von Q auf einen in dn".sem System dar-
gestellten Zustandsvektor ergibt als Amplitude direkt die mit dem Zustands-

vektor verbundene Wirkleistung.

Im folgenden wird lediglich vorausgesetzt, da stets ein einheitlicher Bezug
der Koordinatensysteme gewdhlt ist.

5.3.3 Projektoren und Propagatoren

Die Entwicklung des Vektors |b> nach der kogredieritcn Basis nach Gl. 5.19
stellt den Vektor als Summe der mit den Amplituden b* gewichteten Basisvek-
toren dar. Die Bestimmung dieser Teilvektoren kann formal durch den Ope-
rator |ck> <ck| ausgedriickt werden. Dieser Operator wird .im folgenden als
Projektor Px bezeichnet. Die Projektoren sind n x n Matrizen und werden
durch das dyadische Produkt des ko- und kontragredienten Vektor‘s de_s ent-
sprechenden Zustandes nach GI. 5.23 gebildet. Die Eigenschaften sind in den
Gln. 5.24 zusammengefa@t.

b, = le><e,] (529

PP, = leo<elep<e, | = &, le ><c, | (5.24a)

PP, =0 fiirk<>1 (5.24b) PP =B (5.24¢)
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Da die Projektoren durch das dyadische Produkt der ko- und kontragredien-

ten Basisvektoren entstehen, sind sie unabhingig von der Wahl der Koeffizien-
ten ag.

?Zs wird sich als niitzlich erweisen, neben den Projektoren P auch sogenannte
Propggatorel.:l’ L als 'Leitungsoperatoren’ einzufithren. Der Propagator Tk
dbernimmt die Wirkung der Kettenmatrix fiir den Eigenzustand der Leitung

zum Basisv?ktor | ¢k >. Mit Hilfe der Projektordefinition, G1. 5.23, und der Ei-
genwertgleichung, Gl. 5.17, lassen sich die Propagatoren konstruieren.

[bix,)> = Alblx,)> =:21 NleoLe Jblx,)>  (5.25)

=k§‘ij(x,]>

Daraus folgt die Definition der Propagatoren in Gl. 5.26

L= e <e, | (5.26)
Die Eigenschaften der Propagatoren folgen aus ihren Definitionen
L= NB (5.27a)
n
k;lk = A (5.27b)
LI, =0 firk<>l (52%) LI =M1  (527d)

53.4 Produktintegration differenticller Kettenmatrizen

Aus den Gl. 5.27 1Bt sich eine Vereinfachung der Produktintegration diffe-
rentieller Kettenmatrizen ableiten. Wegen der in Gi. 5.27d ausgedriickten Ei-
genschaft der Propagatoren kann man die Produktintegration bei homogenen
Leitungsstiicken auf die Produktintegration der n Eigenwerte zuriickfithren.

Aus Gl. 5.24¢c und Gl. 5.27a kann man ableiten, daB die Projektoren einer ho-
mogenen Leitung nicht von der Linge des Leitungsstiickes abhéingen; die Pro-
Je.ktoren und damit das kontragrediente Bezugssystem kénnen daher vollstin-
dig aus der differentiellen Matrix berechnet werden. Da die differentielle
Matrix im Gegensatz zur finiten Matrix nur schwach besetzt ist, fithrt diese Ei-
genschaft zu einer erheblichen Erleichterung in der analytischen Behandlung

dc; Gleichungssysteme und verkiirzt die numerisch erforderlichen Rechen-
schritte.
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Durch die Propagatoren kann dariiber hinaus die Produktintegration der Ket-
tenmatrix auf Produktintegrationen der Eigenwerte zuriickgefiihrt werden.

Xg Xg [n n Xo
o =T) [ lel} =2 {gk RS (5.28)
- 1 k=1 x=0

x=0 x=0 Lk

54 Leitungswellen an einer Grenzfliche

Der Ubergang von einem Leitungsstiick zu einem zweiten Leitungsstiick mit
anderen Parametern erzeugt fiir die Leitungswellen eine Grenzfliche, an der
sie nach MaBgabe der Parameter der Leitungsstiicke teilweise reflektiert wer-
den. Solche Ubergiinge treten bei der Berechnung inhomogener Leitungen
iiber die Produktintegration differentieller homogener Leitungsstiicke :pit
ortsabhingigen Leitungsparametern oder auch bei der Verschaltung zweier
Leitungen auf. Die Beschreibung des Grenzflichenverhaltens ist deshalb eine
grundlegende Aufgabe bei der Berechnung von Leitungen.

Da die die Leitung beschreibenden Modelle als eindimensional und linear vor-
ausgesetzt sind, kann das Grenzflichenverhalten allein durch die lokalen ?a-
rameter der Leitung gekennzeichnet werden, also nur durch die differentiel-
len Kettenmatrizen auf beiden Seiten der Grenzfliche.

In der hier vorgestellten Theorie gekoppelter Leitungspaare wird das Verhal-
ten der Leitungswellen an einer Grenzfliche auf einen Metrikvergleich zwi-
schen den Bezugssystemen dieser beiden, die Grenzfliche definierende Ket-
tenmatrizen zuriickgefiihrt.

Die Eigenvektoren und Leitungsoperatoren der Leitung auf der einen Seite
der Grenzfliche werden durch einen hochgestellten linken Index p, die Vek-
toren und Operatoren der Leitung auf der anderen Seite durch den Index v ge-
kennzeichnet.

Der Zustandsvektor |b(x) > der Leitung an der Stelle der Grenzfliche x 148t
sich nach beiden Bezugssystemen entwickeln.

o = § B, [ > =3 re 10> G2

Daraus erhilt man
m m
2R 6> =2 MR D (5.30)
k=1 = k=1 =

Gl. 5.30 beschreibt das Grenzflichenverhalten vollstindig.
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Muttipliziert man Gl. 5.30 mit dem kontragredienten Vektor < Fek| erhélt man
den Zusammenhang zwischen der Amplitude des Eigenzustandes k im Lei-
t!mgsstl‘ic!: » in Abhiingigkeit von den Zustinden auf der Leitung v. Auf der
llnker‘l Seite d-er Gleicliung bleibt wegen der Orthogonalitit der Basisvektoren
nur die Amplitude *b" iibrig; die rechte Seite ergibt die Summe von Skalar-

pfodukten der kontragredienten Basisvektoren in y mit den kogredienten Ba-
sisvektoren in v.

) m

"ot = 2 ooty o) (531a)
L]

v =1-z:<“c""cl>vbl (5.31b)

Wiederholt man die Multiplikation von GI. 5.30 sequentiell mit allen Vekto-
ren < ¥cx|, so erhilt man einen Satz von Gleichungen, die in einer Matrizen-
gle‘lchung zusammengefat werden kénnen: Der Vektor der Amplituden *b im
Leitungsstiick p ist mit dem Vektor der Amplituden *b im Leitungsstiick » liber
die Matrix "'@ verkniipft.

l-'g - urG v-D (5'32)

G wird allein durch die Skalarprodukte der Basisvektoren auf beiden Seiten
der Grenzfliche bestimmt.

wgkl = <HCKIVC1> (5.33)

Qas (:}renzflﬁchenverha]ten wird somit auf einen Metrikvergleich der durch
die Eigenvektoren der Kettenmatrizen auf beiden Seiten der Grenzfliche vor-
gegebenen Bezugssysteme zuriickgefiihrt. In diesem Zusammenhang kann die
Yoraussetzung zweier homogener Leitungsstiicke aufgehoben werden, denn
das Grenzflichenverhalten wird allein durch die Matrizen in differel;tieller
Umgebung um die Grenzfliche bestimmt.

Aus GL. 5.33 kann man ableiten, daf Leitungsstiicke, die das gleiche Eigenvek-
torsystem aufweisen, aneinandergefiigt werden koénnen, ohne daB Reflexionen
auftreten: Dann wird G wegen der Orthonormierungsbedingungen des Bezugs-
systems zur Einheitsmatrix. Dies ist eine notwendige Eigenschaft von G bei
einem rcﬂ.ex}ousfrcien Ubergang. Da die Matrizenmultiplikation gerade dann
kommutativ ist, wenn die Matrizen das gleiche Eigenvektorsystem besitzen, ist

auch nur dann die Kettenmultiplikation kommutativ, bzw. die Reihenfolge der
Leitungsstiicke vertauschbar.
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Da die Amplitudenvektoren wie die Grenzflichenmatrix vom Bezug des kon-
tragredienten Koordinatensystems abhéngen, kdnnen - je naf:h Bezug des
Systems - Reflexions- und Transmissionskoeffizienten z.B._fm: eine Klemmen-
groBe oder auch die Wirkleistung abgeleitet werden. Bei Vlelt_oreq konnen
auch weitergehende Definitionen derartiger Koeffizienten unter jeweils unter-
schiedlichen Randbedingungen zweckmiBig sein.

Die iibersichtliche Notation des vollstindigen Grenzflichenverhaltens durch
Gl. 5.33 erlaubt, auch fiir gekoppelte Leitungen mit unterschi_edli.chen Klf.m-
mengroBenpaaren, die Bedingungen fiir Leitungsanpassungen in einer zuging-
lichen Form zu formulieren. Dies gilt fiir die analytische Behandlung; beson-
ders aber im Hinblick auf numerische Berechnungen ist die Darstellung der
Theorie in einer Matrizenschreibweise vorteilhaft, da sich die Gleichungen
sehr leicht fiir numerische Rechenverfahren umsetzen lassen.

Die hier vorgestellten allgemeinen Ansétze der Formulierung einer Theorie
gekoppelter Leitungen wird in den folgenden Abschnitten fiir den Dehnwel-
lenleiter und fiir den Biegewellenleiter konkretisiert.
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5.5 Dehnwellenleiter als Einfiihrung

5.5.1 Gleichungssystem des Dehnwellenleiters

Qie allgemeine Notation der Theorie gekoppelter Leitungspaare 148t si

cine Leitung_anwcnden, die durch ein ch'i,tl:)r beschriehegnpwerdensl:ai::f E:]rf
emfache§ Beispiel fiir eine solche Leitung ist der Dehnwellenleiter. Der Dehn-
wellenleiter iibertréigt Leistung iiber ein Tor mit dem KlemmengréBenpaar
Kraft und Schnelle. Ein Leitungsstiick des Dehnwellenleiters wird durch die
Werkstoffparameter Dichte p und Elastizitétsmodul E und durch den Formpa-
rameter Querschnittsfliche F charakterisiert. Das eindimensionale Modell des
Dehnv_;cllenleiters beschreibt die Leitung durch zwei gekoppelte lineare Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung fiir die Kraft K und die Schnelle V.

K' = -oF V (5.34a)
. 1.
Vo= —ERK (5.34b)

Bei Betracht_ung ze_itiqvarianter Leitungsphinomene fiihrt eine FOURIER-

Transfo.rmatlon beziiglich der Zeitabhéngigkeit zu 1einem linearen Gleichungs-

system in deri tn'mst‘ormicrten KlemmengréBen K und V. Die nunmehr nur

goch ortsabl;‘aatllglgendI)fifffcrentialgleichungen kénnen zusammengefat wer-
en; man erhilt die differentielle Kettenmatrixform des Glei

nach Gl. 5.35 (vgl. Gl. 5.15). cichungssystems

[blx+dx)> = D |b(x)D (5.35)
Gl. 5.36 gibt den expliziten Zusammenhang fiir den Dehnwellenleiter an.
K(x+ax) 1 -jkZadx ||K(x)
_ Tk _ 5.36
V(x+dx) -]de 1 Vix) :36)

In GL 5.36 ist k=w (s/E)"? die Wellenzahl = V2 g
der Dehnwelle. zahl und Z=F(sE) die Impedanz
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5.5.2 Kontragredientes Bezugssystem und Leitungsoperatoren

Aus der Bigenwertgleichung GI. 5.16 folgen als Losung des charakteristischen
Polynoms von D
get(D-1E) =0 (5.37)

die beiden Eigenwerte in den Gln. 5.38 und die zugehdrigen Eigenvektoren in
Gln.5.39.

X, = 1-jkox X, = 1+jkdx (5.38)
t 1

R 2> = | 1 (5.39)
Z Z

Bei der Bestimmung der Eigenvektoren wird das kraftbezogene, kogrediente
System durch Wahl der ersten Komponente der Eigenvektoren zu 1 festgelegt.
Die Dimension der zu den kogredienten Vektoren gehdrenden Amplituden ist
daher die Krafteinheit. Der Bezug des Basissystems wird durch den Index links
unten angezeigt.

Die Eigenzustinde |kck> lassen sich physikalisch interpretieren: |Kc1> be-
schreibt mit seinem Eigenwert 11 eine in positive x-Richtung laufende Welle;
entsprechend |kc2>und A2 eine Welle in negative x-Richtung. Da die kogre-
dienten Vektoren die jeweiligen Wellenanteile kraftbezogen messen, ist das
Verhiltnis der 1. Komponente zur 2. Komponente der Eigenvektoren gerade
die Impedanz der Dehnwellen, also das Verhiltnis von Kraft zu Schnelle in
diesen Wellen.

Mit Hilfe der Orthonormierungsbedingungen von Gl. 5.18 1Bt sich die kontra-
grediente Basis bestimmen.

1 t 1 !
eyl = 5 Lol =5 (5.40)
2 VA 2 -2

Die beiden Projektoren der Dehnwellenleitung ergeben sich aus dem dyadi-
schen Produkt des jeweiligen ko- und kontragredienten Eigenvektors nach
Gl. 5.23.
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1 z ]

_ |

By = ik‘31><‘<01| = 30 (5.41a)
71

1 1 -2

Py = [ye0<c,| = AR (5.41b)
S
L Z J

Na'lch Ql. 5.?73 erhilt man aus den Projektoren die Propagatoren durch Multi-
plikation mit dem entsprechenden Eigenwert.

) [ z
L = NBy = 5 (t-jkdx] s (5.42a)
Lz b
- _
1 1 -Z
I, = \B, = §(1+jkdx) 1 (5.42b)
_E 1

Fiir Leistungsbetrachtungen ist die Berechnung der leistungsbezogenen ko-
und koptragredienten Vektoren erforderlich. Der Leistungsoperator Q ver-
langt d}e Multiplikation der KlemmengréBen Kraft und Schnelle, wobei eine
der belden.GréBcn im Koordinatensystem des KlemmengréBenpaares in der
kontragredienten Basis dargestellt sein mu8, s. Abschnitt 5.2.1.

Fiir die Berechnung der Wirkleistung Nw gilt

Ny = G[b> = 2 Re(RVY) (5.43)
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Verlangt man, daB die Anwendung von Q auf jeden Basisvektor die Einheit
ergibt, erhilt man fiir das leistungsbezogene System

z 7
lo> = | 1 (5.44a) [oCo) = 1 (5.44b)
z 77
! E
VZ 1
<051] = % 7z (5.44¢) <ucal =3 'z (5.44d)
'z V7

Die Amplituden in diesem leistungsbezogenen Basissystem haben dic? Eiuhe_it
Watt. Fiir die Wirkleistungsberechnung gilt unter der Annahme einer rein
reellen Impedanz Z

alo) = (<o, 1001 gt * <ota|bDlec2) (5.45)
G(<DC1“J>|BC1>) + G(<9C2|D>Iucz>]

1 1% 2 2K
= gD gbT + gb% gD

Der Wirkleistungsoperator ist im Sonderfall vquus}loser Dehnwellfmlelter
Operator mit distributiven Eigenschaften fiir die Elgen'zustﬁnde. LaBt man
Verluste zu, wird Z komplexwertig und die Beziehungen in Gl. 5.45 gel:cen s0
nicht mehr. Diese Einschrinkung spielt fiir die Betrachtungen d_es Ene.rgleﬂus-
ses an einer Grenzfliche keine Rolle, wie weiter unten ausgefiihrt wird.

° Anmerkung

Die formale Analogie zur elektrischen Zweitor-Analyse mit Leistu swellen ist an
dieséfr Stelle ay, fglili . Benutzt man ein festes Bgzu?zst.em, lapt sich eine Streuma-
trix einfithren. ;::Falg des Zweitores bedeutet dies lediglich die Definition einer Be-
zugsimpedanz, die bei elektrischen Zweitoren zur Verfigung steht. In akustischen Sy-
stemen ist die Festlegung einer Bezugsimpedanz im Falle des Zweitores nicht sinnvoll,
weil sie sich nicht realisteren ldgt. Im Falf: eines Vieltores mit unterschiedlichen. Klem-
mengrofen versagt diese Met, dariiber hinaus wegen der verschiedenartigen Im-
pedanzen und der komplexeren Abl igkeit der Bezugssysteme von den Leitungspa-
rametern. Dies wird beim Biegewellenleiter deutlich werden.
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MiBt man_an einem Ort x der Leitung einen Beobachtungsvektor |b(x) > mit

der Kraft Ko und der Schaelle Vp,
in der Messung enthaltenen Ante

liefert die Anwendung des Projektors P1 den
il einer in x-Richtung laufenden Welle

R i Kot+Z Vp
0 2
By 6> =P, = |_ < (5.46a)
- Ty Vo +Ko/Z
0 T2 ]
Entsprechend projiziert P> aus dem Beobachtungsvektor den Anteil der ent-
gegengesetzt laufenden Welle

R-U r’-th -7 Vu_
2
B0 =P S (5.46b)
= =y Vo-Ko/Z
0 ? _J

Das Ergebnis ist zunéchst unabhiingig vom Bezug des Koordinatensystems, da
die Projektoren als dyadisches Produkt der ko- und kontragredienten Basis-
vektoren nicht davon abhingen konnen. Durch die Multiplikation des Zu-
standsvektors mit der kraftbezogenen kontragredienten Basis erhilt man die
Kraftamplituden in diesem Bezugssystem

1, 1_
[b)> = 5K +2Vg) [ e > + SK=2V) |ycp>  (5.47)
5.53 Dehnwellen an einer Grenzfliche

An einer Fiigestelle zwischen einem Wel-

lenleiter mit der Impedanz "z und einem "
Wellenleiter mit der Impedanz ¥z, die, wie :\:\:\:\:\:\;

in Abb. 5.1 angedeutet, z.B. durch einen \Q\ NN e
Querschnittssprung erzeugt werden kann, *2. %k AN ////// "k
werden Wellen teilweise reflektiert und \\\\\\\\444/—‘-—
teilweise durchgelassen. Da die Eigenzu- ;‘5\5\5\5\5\

stinde gerade die Wellen in positiver und

negativer Richtung beschreiben, soll im

folgenden die in Abb. 5.2 definierte Be- Abb. 5.1 Kopplung zweier
zeichnungsweise gew#hlt werden. Dehnwellenleiter mit
den Impedanzen ¥z
und “Z und den Wel-
lenzahlen ¥k und "k

Mit h werden die Amplituden der in x-
Richtung hinlaufenden Wellen und mit r
die Amplituden der riicklaufenden Wellen
bezeichnet. Der Index links oben indiziert
den Wellenleiter; der Index links unten den Bezug des zugehorigen Koordina-
tensystems. {b> ist der Zustandsvektor in der Grenzfliche.
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I

!
v = eyl : o= ey lop
:r, - <:C2|D> | ;"’ = <;C2lb>

Abb. 5.2 Bezeichnungsweise an der Koppelstelle zwischen zwei
Dehnwellenleitern

Die Grenzflichenmatrix *"kG mit ihren Komponenten

"6 = Geuliew 49

verkoppelt die im Wellenleiter  existierenden Amplituden mit den im Wel-
lenleiter v auftretenden Amplituden

*h 1+% 1-% «h
1
-1 (5.49)
u z Z v
e 1'E “E k"

Unter der Annahme "t =0 kann man das System so interpretieren, daB eine im
Wellenleiter p mit der Amplitude *h hinlaufende Welle an der Grenzﬂéich.e
mit der Amplitude *r reflektiert wird und mit der Amplitude Yh im .\Vellenle§-
ter weiterlduft. Der Reflexionskoeffizient KR und der Transmisslonsk.oe-ffl-
zient kT (der Index K kennzeichnet, daB es sich um kraftbez9gene Koefﬁzten-
ten handelt) ergibt sich aus Gl. 5.49 in Ubereinstimmung mit den klassischen

Rechnungen zu

" A 2C
AL . = —= 5.50)
«! ) Gealiey U2 (
_ :I" _ <:C2 ;C1> = Ei © 51)
e :_h_ <keylxey C+e -
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Entsprechend 1aBt sich der EnergiefluB an der Grenzfliche mit Hilfe des lei-
stungsbezqgenen Bezugssystems berechnen. Der Operator Q ist fiir verlustbe-
haftete Leitungen nicht distributiv, s.0.: Da aber Verluste fiir das Grenzfla-
chenyerhalten_in den linearen, eindimensionalen Modellen im differentiellen
Berglch um die Grenzfliche keine Wirkung haben kénnen, ist es ohne Ein-
fS?ﬁii::rlfeﬂil Alzllf:{;r;zngﬁlt_ifgkeit erlaul:t, auf die Bezugssysteme der ver-
sche Brgobuts vegr ik ugreifen. Auch fiir den EnergiefluB wird das klassi-

"6y = helac, (5.52)
" Z [T Z [T
h —_ > = = v
o _ 1 /;+J; /;—{; Oh

" 2 Z Z v (3-:33)

Fiir die Reflexion und Transmission der Wirkleistung gilt

rh vhl 4EZ
7868 (5.54)
Mooogheh o (g42)?
nr ur‘*
p-8o ., _4CZ
Ny ;h ;h‘ (C+2Z) 2 (5.55)

5.5.4 Produktintegration einer differentiellen Kettenmatrix

Die Integration des Gleichungss Bt sich fiir ein fini

ystems 148t sich fiir ein finites, homogenes Lei-
tungsstiick der Linge x mit Hilfe der Propagatoren durchfii e ;
gilt fiir die finite Kettem}t?atrix pae urehfihren. Nach GI. 5.16

X
200 =1 g = 1(1,+1,)

x=0 ~

(8de (fp)e

Die einfach durchzufiihrende Produktintegration der Eigenwerte ergibt

(5.56)

X
X]]g(i-jkdx) = e =) (x) (5.57a)
)

(1+ikdx) = o*%x - 5.57b
JI (4ikax) = e X, (x) (5:57b)
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Dann folgt aus Gl. 5.56 die finite Kettenmatrix.

cos kx  -jZsinkx
Alx) = 1 (5.58)
- - 7 sin kx  €0S kX

Die Eigenwerte von A sind gleichzeitig durch die Gin. 5.57 gegeben, da die Ei-
genvektoren und die Projektoren von A mit denen von D identisch sind.

5.5.5 Zur Reziprozitit des Dehnwellenleiters

Die einfache Priifung der Determinante von 4 ergibt, daB die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir das Zweitor, det(A) = 1, erfiillt ist. Der Dehnwel-
lenleiter ist eine reziproke Leitung.

Am Beispiel des Dehnwellenleiters soll eine Konsequenz der Reziprozitit von
Leitungen aufgezeigt werden, die fiir den Biegewellenleiter zur Interpretation
hilfreich sein wird: Es gilt allgemein fiir eine quadratische Matrix, daB der ab-
solute Term im charakteristischen Polynom in x einer solchen Matrix gerade
durch die Determinante der Matrix gebildet wird. Da sich jedes Polynom auch
durch das Produkt seiner Wurzeln darstellen 148t, erzwingt dieser Satz, daB im
Falle einer 2x2 Matrix, fiir die die Determinante gleich 1 ist, die Eigenwerte
reziprok zueinander sein miissen, s. Gln. 5.59.

A=x ) mhg) = A% = D #ag) A+, (5.59a)
A, =0 (5.59b)

Die differentiellen und finiten Eigenwerte des Dehnwellenleiters erfiillen
diese Bedingung, weil sie jeweils zueinander konjugiert komplex und damit re-
ziprok sind. Aus dieser Forderung fiir das Produkt der Eigenwerte 148t sich mit
Gln. 5.57 eine physikalische Interpretation der Reziprozitét fiir Wellenleiter
ableiten,die durch Zweitore dargestellt werden konnen: Ein Wellenleiter ist
dann und nur dann reziprok, wenn die Wellenzahlen fiir die hinlaufenden und
fiir die riicklaufenden Wellen gerade betragsgleich sind. Die Interpretation
dieses Aspektes der Reziprozitit 148t sich in erweiterter Form aus der Deter-
minantenbedingung auch fiir den Biegewellenleiter formulieren.

i

Die Behandlung des Dehnwellenleiters hat gezeigt, wie mit der diskutierten
Theorie bekannte Leitungseigenschaften bei Zweitoren reproduziert werden.
Eine denkékonomischere Darstellung dieses Falles ergibt sich letztlich nicht;
alle Rechnungen sind auch in den bisher bekannten Beschreibungsmethoden
iibersichtlich und analytisch ohne erheblichen Aufwand durchzufihren. Die
Beschreibung des Grenzflichenverhaltens als formalisiertes Metrikproblem
der Eigenvektorriume der Kettenmatrizen bringt entscheidende Vorteile in
héherdimensionalen Zustandsrdumen, z.B. beim Biegewellenleiter vorliegen.
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und r¢ gehi_iren zu einer Biegewelle, die sich mit der Wellenzahl 4 in positiver
bzw. negativer x-Richtung ausbreitet. Dieser Biegewellentyp wird im folgen-
den als n-Welle bezeichnet.

Die Ausbreitungseigenschaften der Biegewellen werden durch die Abhiingig-
keit beider Wellenzahlen von den Werkstoff- und Formparametern und von
der Frequenz gepriigt. Solange k, «, Z und { reell sind (dies ist fiir die verlust-
lose Leitung der Fall), ist ¢ stets reell, 4 jedoch in Abhéngigkeit von der Wel-
lenzahl der Scherwelle entweder reell oder imaginir: die e —- Welle ist stets aus-
breitungsfihig, wihrend die n-Welle nach MaBigabe der Diskriminante in Gl
5.65b ausbreitungsfihig oder nicht ausbreitungsfahig sein kann. Nach GL. 5.65b
ergeben sich nur dann ausbreitungsfihige n-Wellen, wenn die reziproke Wel-
lenzahl der Scherwelle kleiner ist als der sogenannte *Trégheitsradius’ r der
Querschnittsfliche des Biegewellenleiters.

I =

kK 2 (5.66)
Der Trigheitsradius r ist definiert als die Wurzel aus dem Verhiltnis des Fli-
chentrigheitsmomentes I zur Fliche F in GI. 5.67.

I (5.67)

In Abb. 5.3 ist die Fre- 3 ol
quenzabhingigkeit der e 025 [b) -Spektrusa
beiden Bicgggwellcn- 2 / « 0es (h]-Spektrums
zahlen fiir die Biege- =

schwingungen in
beiden Biegeebenen
des in Kap.3 betrachte-
ten Probebalkens auf-
getragen. Nach dem

k” e

rel. Wellenzahlen
o

n des (h)-Spektrums
schubelastischen BER- af \ des (b) -Spektrums
NOULLI-Modell sind !
ab einer Frequenz von B 2 «© %0 o 100 kHz 120

42,63658 kHz bei den
(h)-Biegewellen und
von 86,36640 kHz bei Abb. 5.3 Frequenzabhingigkeit der auf die

Frequenz

den (b)-Biegewellen Wellenzahl der Scherwelle bezogenen
beide Wellenzahlen Wellenzahlen fiir den Probebalken
reell und fithren zu fiir (b)- und (h)-Biegewellen

ausbreitungsfihigen Wellen.

Mit Hilfe der Welle.nzahlen und 148t sich das kraftbezogene, kontragrediente
Bezugssystem des Biegewellenleiters iiberschaubar formulieren. Es ist als Gl
5.68 zusammengefaBt in Taf. 5.1 dargestellt.

111

Untersuchungen tber die Grundlagen der Berechnung von Biegewellenleitern



K.-W. Hirsch

TS Jel

s19)1aTua[[ama3arg sours wrayshssdnzog sausdozaqijery

(89'5 '1D)

Untersuchungen uber die Grundlagen der Berechnung von Biegewellenleitern

[ 1 | [ Kkeg? ]
2
e -n
. K2 Kiy?
kZ 1 e g’
IKC1> = <KC1] =3
'—s'g—[Kz %) =z _1
]sz QC 2_n2
1 2 2 1
J—(k -€°) ikZ
- - - -
k'-n
1 ]
e =n
_= _kz K-n?
kZ 1 P
CD = ool ==
[« 2> ) _E_E_[kz : kCa 2 ekZ 1
zkZ © ) eC sz‘nz
.l(kz_ 2 k7
e € ] 22
- 1 B r K22 7
n —e
n kZ ko-e?
kZ 1 n nz—ea
KC3> = <Kc3| =3
§25 (2 2) jzkz 1
xkZ nC nz‘sz
ji(kz—nal IKZ 5
L kZ ] n-e
i T F kz-'sz .‘
1 2_ 2
n e
_n KK
kZ 1 N pi-g?
KC4> = <K‘34[ )

_-LC_IKZ- ?) _jfﬂ 1
=kZ " nC nz—ae
] . 1
(K2~ kZ
]kz(k n )_ I ] I |

112

K.-W. Hirsch

Die Eigenzustéinde | ck > lassen sich physikalisch interpretieren: Sie beschrei-
ben mit ihren zugehdrigen Eigenwerten die im Biegewellenleiter méglichen
vier voneinander unabhéingigen Wellen, die mit paarweise gleichem Charakter
in beiden Richtungen der Leitung vorhanden sind. Die Verhéltnisse der Kom-
ponenten der einzelnen Eigenvektoren bestimmen das Verhiltnis der vier
KlemmengréBen zueinander bei dem jeweiligen Wellentyp. Das Verhiltnis der
1. zur 2. Komponente und entsprechend der 3. und 4. Komponente liefert die
torspezifischen Impedanzen der Scher- bzw. Drehwelle innerhalb der Biege-
welle, Gln. 5.69 bzw. Gln. 5.70.

. =
7(:-:) = * é z (5.69a) %(nl = * % z (5.69b)
%[e) =3¢ (5.70a) %(n) =+2¢ (5.70b)

Durch eine der beiden veralligemeinerten Impedanzen, 1. zu 4. oder 3. zu 2.
Komponente, s. Gin. 5.71, sind die Verhéltnisse der KlemmengréB8en zueinan-
der vollstéindig bei jedem Eigenzustand festgelegt.

(5.71a)

ol =i

. kZ
53 (n) = -] 3 (5.71b)
- kK" -n

Biegewellenimpedanzen

sind allgemein frequenz-
abhéngig; sie sind aber
unabhingig vom Bezug

des Basissystems, da die
beziehenden Faktoren
ak allen Vektorkompo-

nenten jeweils gemein-
sam sind. Die verallge-
meinerten Impedanzen

nach Gln. 5.71 zeigen,

daB im verlustfreien Fall Abb. 5.4 Schematische Darstellung der Durch-
die Dreh- und die Scher- biegung und des Drehwinkels,

welle als Teilwellen e-Wellen (oben) und n-Wellen (unten)
einen starren Phasenun-

terschied von =/2 aufweisen. Abb. 5.4 zeigt ein Bild der Verschiebungen bei
der Ausbreitung der beiden Wellentypen.

Die analytische Berechnung des leistungsbezogenen kontragredienten Bezugs-
systems ist aufwendig und fiihrt letztlich nicht zu direkt auswertbaren Ergeb-
nissen. Die weiter unten betrachtete Ubertragung von Leistung an einer
Grenzfliche zwischen zwei Biegewellenleitern wird aufzeigen, da8 die Bildung
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von Reflexions- und Transmissionsfaktoren zwischen den acht beteiligten
Wellen analytisch kaum mehr darzustellen ist. Deshalb soll an dieser Stelle auf
die Ausrechnung des leistungsbezogenen Bezugssystems verzichtet werden.

Firr numerische Rechnungen sind die allgemeinen Vorschriften des Wirklei-
stungsoperators formal auf das 4 x 4 System des Biegewellenleiters anzuwen-
den. Wie beim Dehnwellenleiter ist zu beachten, da im FOURIER-Raum die
kontragredienten Koordinatensysteme der KlemmengréBen Querkraft und
Querschnelle bzw. Drehmoment und Drehschnelle das jeweilige Leistungspro-
dukt fiir jedes aus einer KlemmengroB8e mit dem konjugiert komplexen Partner
zu bilden ist. Es gilt fiir die Wirkleistung

N, = O[op]= Re(RV*+ ") (5.72)

Verlangt man, daB diese Vorschrift - angewendet auf die Eigenvektoren - die
Leistungseinheit ergibt, erhilt man die erforderlichen Bestimmungsgleichun-
gen fiir die Koeffizienten ax. Die Amplituden in diesem leistungsbezogenen
System der Eigenvektoren haben die Einheit (Watt) 2

*  Anmerkung

Die Kx?ﬁziemen fiir die Basisvektoren der n-Welle divergieren, solange diese Wellen
nach Mafgabe der Bedingung in Gl. 5.66 nicht ausbreitungsfihig sind, da dann diese
Wellen keine Wirkleistung tibertragen kdnnen.

Die vier Projektoren der Biegewellenleitung ergeben sich aus dem dyadischen
Produkt der jeweiligen ko- und kontragredienten Eigenvektoren nach GI. 5.23.
Die Projektoren sind in Taf. 5.2 als Gln. 5.73 zusammengefaBt.

Nach Gl. 5.26 erhdlt man aus den Projektoren die Propagatoren durch Multi-
plikation mit dem zugehérigen Eigenwert. Auf eine Notierung der Propagato-
ren wird hier verzichtet, sie ergeben sich formal nach Gl. 5.25a.
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5.6.3 Biegewellen an einer Grenzfliche o . - - -
kN el eyl Keglie <eylied || b,
An einer Grenzfliche zwischen zwei —
Biegewellenleitern mit den Parame- N\ i(f \ ¥n o M ve |%e ve |7 O M M3
tern nach Abb. 5.5, die z.B. durch Q\\‘\\\\\_'/_;z_,;_’—_ K e ) <x zlx 1> <x zlx z> <nCa|xC3> <sz|KC.> K e (5.15)
einen Querschnittssprung erzeugt  *Z “k. “C. ":\\\\\ /T R TG T oh Ceglred ("c 7 > e |ne S Cealie > n
werden kann, werden Biegewellen \\\\\\ \\"4'44_ K'n L AL k-3lk-2 K-alk™3 LaRL K'n
teilweise reflektiert und teilweise _ALM " . 1w . v . v . 1 Y
durchgelassen. Da die Eigenzustinde [ k"] | <Kc4|xcg> <,(c‘|xcz> <K54|ncg> KC‘|xC.>4 _x’“.,_
jeweils die e- und 4 — Wellen in positi- N
ver und negativer Richtung beschrei- Abb. 5.5 Kopplung zweier Biegewel- Durch Vorgabe von Randbedingungen kénnen wie beim Dehnwellenleiter Re-
ben, soll im folgenden die in Abb. 5.6 13“‘“"";“1“&' Pf‘fa“ flexions- und Transmissionskoeffizienten definiert werden. Da beim Biegewel-
definierte Bezeichnungsweise ge- metern 'z, "y, Pk, Fi lenleiter in jeder Richtung zwei unabhingige Wellentypen mdglich sind, die
wihlt werden. und *z, "¢k, "k durch die Grenzfliche miteinander verkoppelt werden, wird eine Fallunter-
scheidung nach dem Typ der einfallenden Welle erforderlich. Im Fall einer
[ v cinfallenden «-Welle wird die Amplitude der in gleicher Richtung laufenden
7-Welle zu null gesetzt; als weitere Randbedingungen sind die entgegengesetzt
“ " v v laufenden Wellen auf der anderen Seite der Grenzfliche zu null anzunehmen.
. = <eylop «h, = <keylop Dann wird ein Anteil der einlaufenden Welle in die riicklaufende e-Welle und

l

!

E

| ein zweiter in die riicklaufende 4-Welle reflektiert. Die Reflexion wird also

| v <v c i b> durch zwei Koeffizienten bestimmt. Bei der Transmission koppelt die einlau-
k-2 fende Welle ebenfalls mit beiden in gleicher Richtung laufenden Wellentypen;

| auch hier werden zwei Koeffizienten benétigt.

I

|

l

l

5
[}

Kre = :CE’D>

N,o= <; C, 6> kN, = <K Cq o> Noch einmal die gleiche Anzahl von Koeffizienten erhilt man fiir den zweiten

Fall einer einfallenden 4-Welle unter entsprechenden Randbedingungen. Ins-
P <u | b> oo <, | D> gesamt ergeben sich daher 4 Reflexions- und 4 Transmissionskoeffizienten, die
K' g kCa K 1 kCa in den Gln. 5.76-83 zusammengestellt sind. Die Koeffizienten tragen im ersten

Index unten rechts die Kennzeichnung des einfallenden Wellentyps und im

Abb. 5.6 Bezeichnungsweise der Amplituden an der Koppelstelle zweier zweiten Index unten rechts den mit ihm iiber den Koeffizienten gekoppelten

Biegewellenleiter Wellentyp.

Mit h werden die Amplituden der in x-Richtung hinlaufenden Wellen und mit
r die Amplituden der riicklaufenden Wellen bezeichnet. Der Index links oben . v .
indiziert den Wellenleiter; der Index links unten den Bezug des zugehérigen A = <:C2 | k€ ,><:C3 | KC3> - <:C3 } ;C 1><:Ce 1 KC3>
Basissystems und der Index rechts unten unterscheidet die beiden Wellenty- Kee = <pc | v ><"C v > ~ <“C l v ><u I - > (5.76)
pen durch die zugehorige Wellenzahl. |b> ist der Zustandsvektor in der kC1lkC1/\kC3ikC3 kCalkCy kC1l1kC3
Grenzfliche. Das Grenzflichenverhalten wird zunéchst im kraftbezogenen Be-
zugssystem untersucht. - .

. . - Gl ebaripation = CxCs |y P<kCy =,
Die Grenzflichenmatrix "Kg_ KHm = = .. = = : = B (5.77)

kCi I KC1><KC3 | KC3> - <KC3 I K51><KC1 IK53>
6 = CelrCy (5.74) s
. . C E

verkoppelt die im Wellenleiter y angeregten Amplituden mit den im Wellen- T, = '<" 3 | K 3> (5.78)

. . ee 1 v [} " v 4
leiter v auftretenden Amplituden. <Kc! IKC i><KC3 | KC3> = <KC3 I Kci><;51 | KC3>
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_ -<k3 ;C1>
Ko Gy he s ey - Gealie <key ey

o= <:C1l;ci><:C4|;C3> - <:Cal;53><:':1 ;Cg> (5.80)
o ke, |;C1><:Ealzca> - <keslee <ke, ke

<:C1 |;C1><:Ce|;ca> - <:C2 |§‘31><§51|E53>

KRns = n v M v N v M v (5'81)
(A ML N M IR N MY M
- <;Ci iECD
Gyl D<o e - keslie <k, lkey
3 -Ckeylkes
<:C1 I;51><:C3|;C3> - <:[:3';01><:C: I;CS>

(5.79)

(5.82)

(5.83)

=
3
n

Die Berechnung des Energieflusses erfolgt mit Hilfe der leistungsbezogenen
Eigenvektoren und den fortzuschreibenden Vorschriften nach Gl. 5.54 und
5.55 bei Dehnwellen. Um die Leistungsreflexion und -transmission - unterteilt
nach den gleichen Klassen wie oben - zu erhalten, sind in den einzelnen Koef-
fizienten die kraftbezogenen Amplituden durch die wirkleistungsbezogenen
Amplituden zu ersetzen und entsprechend das Betragsquadrates der Koeffi-
zienten zu bilden.

Fiir den Wirkleistungsreflexionsfaktor einer e-Welle gilt beispielsweise

v v v g 2
<acalge <hes 15y - healae ><heqlaes>

R o= (5.84)

W G lie o <Geslges - <Gealges ey lacs?

Die iibrigen Koeffizienten erhilt man entsprechend aus den Gln. 5.77 - 5.83.
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Man iiberzeugt sich leicht, daB weitere analytische Rechnungen eine explizite
Ausfithrung der Skalarprodukte erfordern wiirde, die zu langen und uniiber-
sichtlichen Ausdriicken fiihrt. Eine nihere Analyse der Produkte zeigt, da8 die
einzelnen Terme zwar die Tendenz aufweisen, von den Verhiltnissen der sich
jeweilig entsprechenden Wellenzahlen und Impedanzen der beiden Leitungs-
stiicke abzuhingen. Aber es treten auch Terme auf, die Verhiltnisse von
Summen und Differenzen der Quadrate der nichtlinear frequenzabhingigen
Biegewellenzahlen enthalten, so daB die Einfiihrung von Parameterverhiltnis-
sen, wie sie bei Zweitoren iiblich ist, keine weitere Vereinfachung erwarten
148t.

Physikalisch und technisch wichtige Aussagen iiber das Ubertragungsverhalten
des Biegewellenleiters sind letztlich wegen der Komplexitit der Gleichungen
nicht mehr ableitbar. Vernachlissigungen und Vereinfachungen des zugrunde
liegenden Modells 16sen das Problem nicht oder nur in Grenzfillen, weil durch
derartige Beschrinkungen das prinzipielle Verhalten der als gekoppelte Lei-
tungspaare auftretenden Biegewellen nicht mehr erfat wird.

Unter dem Gesichtspunkt einer numerischen Berechnung allerdings beschrei-
ben die Gln. 5.76 - 5.83 das Grenzflichenverhalten in einer duBerst einfachen
und leicht umsetzbaren Form. Im folgenden soll das typische Grenzflichenver-
halten von Biegewellen an einem Beispiel anhand numerischer Ergebnisse un-
tersucht werden.

Wihrend das Grenzflichenverhalten von Dehnwellenleitern nur vom relativen
Unterschied der Dehnwellenimpedanzen beider Leitungsstiicke bestimmt
wird, hingen die Reflexion und die Transmission bei Biegewellenleitern von
acht Parametern ab. Zu den vier beteiligten Impedanzen der Scher- und Dreh-
welle kommen die vier Biegewellenzahlen.

Aus der Fiille der Variationsméglichkeiten des Problems wird deshalb bei-
spielhaft die Reflexion und Transmission von Biegewellen aus dem Probebal-
ken fiir seine (h)-Wellen an einer Grenzfliche mit Wellenleitern aus gleichem
Material aber einer anderen Profilhéhe betrachtet. Ein Balkenstiick mit der
Profilh6he des Probebalkens hgp=39,5 mm wird als Bezugswellenleiter be-
zeichnet. Die Ergebnisse werden zunichst bei einer Betriebsfrequenz von
20 kHz vorgestellt. Da bei dieser Frequenz die kritische Bedingung nach
Gl. 5.66 fiir den Bezugswellenleiter noch nicht erfiillt ist, werden die Untersu-
chungen durch die Ergebnisse bei 60 kHz erginzt; bei dieser Frequenz kénnen
auch im Bezugswellenleiter n-Wellen zum EnergiefluB beitragen.

Bei der Betriebsfrequenz 20 kHz ist nur die Anregung einer e-Welle als ein-
laufende Welle moglich, weil im Bezugswellenleiter iiber n-Wellen keine Lei-
stung zur Grenzfliche transportiert werden kann. Abb. 5.7a zeigt die Lei-
stungsaufteilung an der Grenzfliche. Wegen der Zeitinvarianz ist die Wirklei-
stung eine ErhaltungsgréBe; die einzelnen Beitriige addieren sich gerade zu 1.
Bei AnschluB eines Wellenleiters, in dem wie im Bezugswellenleiter n-Wellen
nicht ausbreitungsfihig sind, ho/h = 0,469, erfolgt die Aufteilung der Wirklei-
stung nur zwischen den -Wellen. Die Leitung ist bei gleicher Profilhohe re-
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Abb. 5.7a Reflexion und Transmission von Wirkleistung an der
Grenzfliche zwischen zwei Biegewellenleitern
in Abhingigkeit von der Profilhohe,
Anregung einer e-Welle im Wellenleiter mit h=hg bei einer
Betriebsfrequenz von 20 kHz, hg=39,5 mm
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Abb. 5.7b Realteile der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten im
kraftbezogenen Bezugssystem an der Grenzfliche zwischen
zwei Biegewellenleitern in Abhéngigkeit von der Profilhdhe,
Anregung einer ¢-Welle im Wellenleiter mit h=hg bei einer Be-
triebsfrequenz von 20 kHz, hp=39,5 mm
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Abb. 5.7¢ Imaginédrteile der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten
im kraftbezogenen Bezugssystem an der Grenzfliche zwischen
zwei Biegewellenleitern in Abhiingigkeit von der Profilhohe,
Anregung einer e-Welle im Wellenleiter mit h=hg bei einer
Betriebsfrequenz von 20 kHz, ho =39,5 mm

flexionsfrei. Der Einsatz der n-Wellen beginnt sprunghaft bei Erreichen des
kritischen Trédgheitsradius, der einer kritischen Profilhdhe entspricht. Thr An-
teil bleibt aber stets kleiner als der Anteil der e-Welle. Fiir sehr kleine Profil-
hohen ist der Beitrag des zweiten Typs zu vernachlissigen.

Die Abb. 5.7b und 5.7c zeigen die Real- bzw. die Imaginirteile der Reflexions-
und Transmissionskoeffizienten der Wellentypen im kraftbezogenen System.
Subtrahiert man von der Summe der Transmissionskoeffizienten die Summe
der Reflexionskoeffizienten, ergibt sich fiir die Realteile stets 1 und fiir die
Imaginérteile stets 0. Wie bei der Wirkleistung dndert sich das Verhalten bei
der kritischen H6he nahezu sprunghaft. Wihrend bei den Realteilen eine Ver-
schiebung der Kurven unter Beibehaltung ihres ansteigenden bzw. abfallenden
Verlaufs zu erkennen ist, wiirde bei den Imaginirteilen ein Umklappen bei der
kritischen Hbhe zu einem weiteren, stetigen Verlauf fiihren.

Das Grenzflichenverhalten bei gleichen Formparametern der Wellenleiter
aber 60 kHz Betriebsfrequenz zeigt Abb. 5.8 fiir eine einfallende -Welle und
Abb. 5.9 fiir eine einfallende n-Welle. In Abb. 5.8a ist zu erkennen, daB die
durchgelassene n-Welle eine sehr untergeordnete Rolle spielt; sie ist im ge-
samten Bereich kaum beteiligt. Die reflektierte n-Welle dagegen iibernimmt
bei sehr flachen AnschluBquerschnitten fast die gesamte Wirkleistung; es tritt
eine Typumwandlung auf. Erst im Bereich hoher AnschluBprofile wird auch in
den angeregten Wellentyp reflektiert.
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Abb. 5.8a Reflexion und Transmission von Wirkleistung an der
Grenzfliche zwischen zwei Biegewellenleitern
in Abhingigkeit von der Profilhdhe,
Anregung einer ¢-Welle im Wellenleiter mit h=hg bei einer
Betriebsfrequenz von 60 kHz, ho=39,5 mm
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Abb. 5.8b Realteile der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten im
kraftbezogenen Bezugssystem an der Grenzfliche zwischen
zwei Biegewellenleitern in Abhéngigkeit von der Profilhéhe,
Anregung einer e-Welle im Wellenleiter mit h=hg bei einer Be-
triebsfrequenz von 60 kHz, hgp=39,5 mm
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Abb. 5.8¢ Imaginirteile der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten
im kraftbezogenen Bezugssystem an der Grenzfliche zwischen
zwei Biegewellenleitern in Abhéingigkeit von der Profilhéhe,
Anregung einer e-Welle im Wellenleiter mit h =hg bei einer Be-
triebsfrequenz von 60 kHz, ho =39,5 mm

Im Gegensatz dazu steht die Wirkleistungsreflexion und -transmission bei
einer einlaufenden n-Welle. Im Bereich flacher AnschluBstiicke bis zur kriti-
schen Héhe sind nur die beiden reflektierten Wellen beider Wellentypen und
die transmittierte e-Welle beteiligt, da bis dahin die n-Welle im AnschluBstiick
nicht ausbreitungsfihig ist. Der Beitrag dieses Wellentyps steigt bei der kriti-
schen Hohe sprunghaft an, um bei der Hohe des Bezugswellenleiters die
gesamte Leistung zu {ibernehmen; gleichzeitig bricht die Reflexion in den x-
Wellentyp und damit beinahe die gesamte reflektierte Leistung zusammen. An
dieser Stelle ist ein abruptes Umschalten von Leistungsreflexion auf -transmis-
sion zu beobachten.

Bei den in den Abb. 5.8b und 5.8c und Abb. 5.9b und 5.9¢ jeweils dargestell-
ten Amplitudenreflexions- und Transmissionskoeffizienten ist im Verlauf der
Imagindrteile deutlich der Umschaltcharakter von einer nicht ausbreitungsfi-
higen zu einer ausbreitungsfihigen Welle zu erkennen. Wenn alle Wellenty-
pen reelle Wellenzahlen aufweisen, verschwinden die Imaginirteile der Koef-
fizienten.
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Abb. 5.9a Reflexion und Transmission von Wirkleistung an der
Grenzfliche zwischen zwei Biegewellenleitern
in Abhingigkeit von der Profilhéhe,

Anregung einer n-Welle im Wellenleiter mit h=hg bei einer
Betriebsfrequenz von 60 kHz, ho =39,5 mm
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Abb. 5.9b Realteile der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten im
kraftbezogenen Bezugssystem an der Grenzfldche zwischen
zwei Biegewellenleitern in Abhingigkeit von der Profilhdhe,
Anregung einer n-Welle im Wellenleiter mit h = hg bei einer Be-
triebsfrequenz von 60 kHz, hg =39,5 mm
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Abb. 5.9c Imaginirteile der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten

im kraftbezogenen Bezugssystem an der Grenzfliche zwischen
zwei Biegewellenleitern in Abhiingigkeit von der Profithéhe,
Anregung einer n-Welle im Wellenleiter mit h =hg bei einer
Betriebsfrequenz von 60 kHz, ho=39,5 mm
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5.6.4 Produktintegration einer differentiellen Kettenmatrix o
I —
Die Integration des Gleichungssystems 14Bt sich fiir ein finites, homogenes Lei- ﬁ =1 B
tungsstiick der Linge x mit Hilfe der Propagatoren durchfithren. Dabei wirkt s ! x ! 2 2 8
die Produktintegration wie beim Dehnwellenleiter nur auf die Eigenwerte. é gc w & Ve My : :
Weil die vier Eigenwerte paarweise zueinander reziprok sind, reicht die Pro- o © ﬁ ﬁ A M Mo
duktintegration jeweils eines zu den Wellenzahlen ¢ und v gehdrenden Eigen- ! v e RN o o
wertes. X L+ v F L.
- [ !
Bei finiten, homogenen Leitungsstiicken lauten die Eigenwerte N
g
X )
11 (1-jedx) = 7% = A, (x) (5.852) — B 3
x=0 > T G F g c‘:: ‘g
X I o g 8 & & Z
I (1+jedd) = e?™ = 2, (0 G @ . A 2
. 14jedx e 2 \X (5.85b) A 2 8 S, e 5
X TSR S A N e K
] (4=jndx) = e7™ = rj(x) (5.85¢) = - iy me e g
X )
. +inx E
IT (t43nax) = 7™ = 2, (x) (5.85d) x ! 2g
x=0 W — =R
& & 5% [l x 25
0 n o =< = W = = &)
Die Integration der Eigenwerte des Biegewellenleiters unterscheidet sich ma- LN ] g LS s &5 o
thematisch nicht von der Integration beim Dehnwellenleiter. Da die Wellen- £y il § E --Tw _‘,n;:- F)
zahl n imaginir sein kann, ist das Ergebnis in diesem Fall keine periodische “‘5_ n:z, oy oy t T -E 2
Funktion der Leitungsléinge, sondern eine exponentiell anwachsende bzw. ab- —o e e ~N XlLn o
fallende Funktion. In Abhingigkeit von der Betriebsrichtung divergiert die St T = o 85
Amplitude entweder des Eigenzustandes | c3> oder des Eigenzustandes |cs4> v 8%
mit der Leitungslange. Bei Eigenschwingungen endlich langer Wellenleiter - g2
sorgt dieser Wellentyp fiir die Ausbildung der Nahfelder zur Erfiillung der auf- 9
geprigten Randbedingungen. Oberhalb der kritischen Wellenzahl nach x M B
Gl. 5.66 werden auch diese beiden Eigenwerte periodische Funktionen der x ! g £ n
Leitungsldnge. 6 = (T ey — w
, L . . g 8 N 3 % % ®
Mit den finiten Eigenwerten kann aus den Propagatoren des finiten Leitungs- e = [ g g g u =
stiickes die gesamte Kettenmatrix aufsummiert werden. Die finite Kettenma- Yo Yo o o w @ © o
trix zeigt Taf. 5.3 mit Gl. 5.86. Die Eigenwerte der Matrix A sind gleichzeitig SN x X ® ot
durch Gl. 5.85 gegeben. Die Eigenvektoren und die Projektoren von A sind mit x X - T X)L
denen von D identisch. ! T
...L ~
L J
e
- NL
n
R
<l
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5.6.5 Zur Reziprozitit des Biegewellenleiters

Die Reziprozitit eines Viertores hat erhebliche Konsequenzen fiir die Vier-
tormatrizen. Die 16 komplexwertigen Koeffizienten der Kettenmatrix sind
durch die bei Viertoren giiltigen 6 unabhingigen Reziprozititsbedingungen
auf 10 freie komplexwertige Parameter eingeschrinkt. Einen unabhingigen
Satz der Reziprozititsbedingungen erhilt man aus der Symmetrieforderung
der aus der Kettenmatrix abgeleiteten generalisierten Impedanzmatrix. Unter
Beachtung der Vorzeichenkonvention fiir Kettenmatrizen ergeben sich

A = LA (Bost s Ahas) ~A s (Ap A Aushss) A (Aph o= Auhs) ] = ~Hy  (5.87a)
I L (T Y'Y B W O S SO W Wy A (Roh = Aty ] = -Hy  (5.87b)
Ay = Aoy (Arah iz A ohss) ~Agg (AsyAg=Agss) +hgs (Asih o Aus) ] = -H,, (5.87¢)
Boy = Ay (Assh e Aeshza) ~Aos (Ay A=A aghae) +hoe(Ah = Auds) ] = —Hy, (5.87d)

AghgAuhyy = = (AyAsm Ay Ap) (5.87¢)

AohAsp=Ayhyp = - {AasAu'Aqun) (5.87f)
In den Gln. 5.87a-d bezeichnet Hk| die 3 x 3 Unterdeterminante der Ketten-
matrix, die man unter Beachtung des Vorzeichens erhilt, wenn man die Zeile
k und die Spalte 1 der Kettenmatrix streicht.

In der Kettenmatrixform des Gleichungssystems finden sich diese Bedingun-
gen in einer Forderung fiir die Determinante von @, in Forderungen fiir ihre
3 x 3 Unterdeterminanten, in Identititsforderungen fiir 2 x 2 Unterdetermi-
nanten und in Bedingungen fiir Invarianten der Matrix 4 in Beziehungen zu
den Eigenwerten wieder. Die verschiedenen Forderungen fiir die Reziprozitit
sind nicht unabhingig voneinander, stellen aber Hilfskalkiile dar, mit denen
numerische und analytische Rechnungen unterstiitzt werden kénnen, und bie-
ten nicht zuletzt einen Ansatz, physikalische Interpretationen der Reziprozi-
tdt zu beleuchten. Deshalb sollen an dieser Stelle einige interessante Konse-
quenzen der Reziprozitit diskutiert werden. In Anh. C sind die oben angespro-
chenen, notwendigen Reziprozititsbedingungen fiir 2 x 2 Unterdeterminanten
der Kettenmatrix eines allgemeinen Viertores zusammengestelit.

Man kann die Reziprozititspriifung auch durchfiihren, indem man jeweils zwei
Tore durch torspezifische Impedanzen abschlieBt und von der Kettenmatrix
des verbleibenden Zweitors Reziprozitit fordert. Fiihrt man diesen Test fiir
die Torkombinationen
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durch und verlangt, daB die Determinante der jeweiligen Zweitor-Kettenma-
trix 1 ist, erhilt man insgesamt den volistindigen Satz der Bezichungen zwi-
schen den Unterdeterminanten Hil und den Koeffizienten der Matrix 4, die
man in Matrixform in Gl. 5.88 schreiben kann.

Hyy “Hyy  Hag Mo

-H H,, =H H
A - 12 11 14 13 (5.88)
- Heo ~Ha Hy ~Has

“Hyp Hyy My Hy

Mit Hilfe dieser Beziehungen 1d8t sich zunéchst nach einiger Zwischenrech-
nung aligemein zeigen, daB fiir eine reziproke 4 x 4 Kettenmatrix gilt

det(A) =1 (5.89)
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Entwickelt man die Determinante von A nach einer Zeile oder Spalte, erlaubt
Gl. 5.88 die Zuriickfiihrung der Determinanten auf die Summe von 4 einfachen
Produkten von Elementen in A; (dies ist bei der numerischen Rechnung von
besonderer Bedeutung, weil es neben einer Reduktion der Rechenzeit auch
die bei sehr groBen Zahlen problembehaftete Produktbildung mit vier Koeffi-
zienten vermeidet; schlieBlich lieBe sich durch Mehrfachanwendung dieses
Kalkiils priifen, wo gegebenenfalls kritische numerische Fehler in einem Re-
chenlauf aufgetreten sind.)

*  Anmerkung
Die Detenninau:enbedinm ist die Beziehung, die in der Literatur als Reziprozitits-
bedingung herangezogen wird. Sie wird z.B. in /106/ aus der Forderung abgeleitet, daff
die reziproken Ubert matrizen die gleichen Eigenwerte haben miissen, wie die
rtragungsmatrix selbst. Dies ist eine notwendige, aber entscheidend schwiichere
Reziprozititsforderung, als die Forderung nach reziproker Ubertragung zwischen allen
beteligten Toren eines n-Tores.

Unter Benutzung der Reziprozititsbedingungen kann man nun leicht die in-
verse Matrix A‘l bilden. Es gilt allgemein fiir quadratische Matrizen

A adip) = det(a) E (5.90)

adi(A)

H' (5.91)

In Gl. 5.90 und Gl. 5.91 ist adj(8) die Adjungierte von A und E die Einheits-
matrix.

Da det(A) =1 gilt, folgt
A =H (5.92)

Durch die Reziprozitiitsbeziehungen, Gl. 5.88, sind die Elemente Hk| mit den
Elementen der Kettenmatrix verkniipft. Es gilt fiir die Inverse von 4

Poo A Ap Ay,
-A A, -A A
_A_Vi _ 21 11 41 31 (5.93)
Ay Ay Ay Ay
Ay Az A Ay
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Wie beim Dehnwellenleiter lassen sich zum SchluB dieser Betrachtungen noch
Aussagen aus dem charakteristischen Polynom der Kettenmatrix gewinnen. Es
gilt fiir jede 4 x 4 Matrix

A-Sp (A) P+orfrkatet(s) =0 | (5.94)

mit der Bedeutung

4
Sp(4) = k;Akk (5.95)

Wegen det(A) =1 ist wiederum der absolute Term dieses Polynoms 1. Dies
bedingt, da8 das Produkt aller Eigenwerte der Matrix selbst 1 sein muB. Diese
Reziprozititsbedingung wird vom Wellenleiter erfiillt, wenn seine Eigenwer-
te paarweise reziprok zueinander sind. Daraus kann man dhnlich wie beim
Dehnwellenleiter physikalisch ableiten, daB bei einem reziproken Wellenlei-
ter zu jedem hinlaufenden Wellentyp ein gleicher riicklaufender Wellentyp mit
gleicher Wellenlédnge existiert.

Setzt man die Eigenwerte dieser Bedingung entsprechend an,

Ay = AL (5.963) Ay = A (5.96b)

erhilt man iiber

=2 AT A (=351 = 0 (5.97)

4_ 1 1,3 Ay Ny 1 2
A (x1+)\1+13+x ])\ +{2+)\ +~)\—+Ai>\3+m3 A°-

3 1 3

1 1
—[)\1+)\—1+}\3+X—3JA+1 =0 (5.98)

eine Verkniipfung der Spur der Kettenmatrix mit der Summe der Eigenwerte

A = Sp(a) (5.99)

Irvie

k
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6 Zusammenfassung

Die bekannten Konzepte zur Beschreibung der Biegung wurden anhand einer
systematischen Zuordnung zu empirischen Bildern der Biegung bzw. elasto-
dynamischen Theorien vorgestellt. Bei der Diskussion der Konzepte wurde
herausgearbeitet, in welcher Weise bei der Entwicklung von Biegemodellen
sowohl im Bereich der Bilder der Balkenbiegung als auch im Bereich der axio-
matischen elastodynamischen Theorien Vereinfachungen und Vernachlissi-
gungen erforderlich werden, die die Allgemeingiiltigkeit der Modelle ein-
schrinken. Die Modellbildung fiihrte - unter Beriicksichtigung dieser Ein-
schrinkungen - unabhingig von der zugrunde gelegten Theorie auf eindimen-
sionale Modelle, die die Biegung mit den klassischen Kenngré8en
beschreiben. Es wurde begriindet, warum mehrdimensionale Modelle keine
Steigerung an Zuverldssigkeit (Pradiktionskraft) bei der Behandlung dynami-
scher Biegevorginge auf Wellenleitern erwarten lassen.

Experimentelle Untersuchungen an einem Balken mit typischen Abmessungen
eines Ultraschall-Biegewellenleiters zeigen auf, daB ein eindimensionales
schubelastisches Modell mit Beriicksichtigung der Drehtrigheit eine hinrei-
chend zuverlissige Beschreibung des Ubertragungsverhaltens von Biegewel-
lenleitern erlaubt. Die MeBergebnisse bestdtigten die Vorhersagen eines
solchen Modells sowohl fiir die Resonanzfrequenzen als auch fiir die Schwin-
gungsformen. Die von den Modellen vorhergesagte parallele Existenz von zwei
unabhingigen, ausbreitungsfihigen Biegewellen oberhalb einer Grenzfre-
quenz konnte nachgewiesen werden. Auch oberhalb dieser Grenzfrequenz
stimmen die Modellwerte und die MeBwerte sowohl fiir die Resonanzfrequen-
zen als auch fiir die Schwingungsformen qualitativ iiberein.

Die Experimente belegten, daB der pragmatische Ansatz eines TIMOSHEN-
KO-Koeffizienten zur Modifizierung der Schubsteifigkeit in engen Frequenz-
bereichen quantitativ zu einer besseren Ubereinstimmung zwischen dem Mo-
dell und dem Experiment fiihrte. Die Untersuchungen zeigten, daB die Berech-
nung von TIMOSHENKO-Koeffizienten aus der Kontinuumstheorie an der
Realitdt vorbeigeht.

Die Diskussion der methodischen Ansétze der Rechenverfahren ergab, daB
nur das Verfahren mit Ubertragungsmatrizen bzw. die Kettenmatrixmethode
den sachgerechten und zuverlissigen Ansatz zur Berechnung von Biegewellen-
leitern in der Ultraschall-Energietechnik bieten.
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Es wurde eine Erweiterung der Kettenmatrixmethode zu einer Theorie gekop-
pelter Leitungen vorgestellt. In den Ansétzen dieser Theorie wird das Uber-
tragungsverhalten von Biegewellenleitern vollstiindig und ibersichtlich for-
mulierbar. Bei dieser Methode wird die Reflexion und die Transmission der
FeldgroBen und des Energieflusses an der Grenzfliche zwischen zwei Lei-
tungsstiicken auf einen Metrikvergleich zwischen den kontragredienten Eigen-
vektorsystemen der Kettenmatrizen der beteiligten Leitungsstiicke zuriickge-
fiihrt, Die Methode eignet sich besonders fiir numerische Rechenverfahren,
die der anwendungsorientierten Optimierung von Biegewellenleitersystemen
dienen.
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Anhang

Anhang

A Modalanalyse eines Wellenleiters

A1 Beschreibung des MeBplatzes

Mit dem in Abb. A.1 schematisch dargestellten MeBplatz wird die Modalana-
lyse eines mit der Randbedingung frei-frei schwingenden Wellenleiters durch-
gefiihrt.

Ein als Sender betriebener elektroakustischer Wandler (Sendesonde) prigt in
die Oberfliche des Wellenleiters eine harmonische Wechselkraft bei der MeB-
frequenz des Pegelmessers ein. Ein als Empfinger betriebener elektroakusti-
scher Wandler(Empfangssonde) nimmt die Amplitudenantwort des Wellenlei-
ters an der gewiihlten Position auf. Dem Pegelmesser wird das Signal der Sen-
desonde als Referenzsignal und das aufbereitete Signal der Empfangssonde als

Terz-
Filter
B & K 1617
Leistungs- Sende- Empfangs- MeB-
- d de -
verstarker __4::::}_ o 2% | verstarker
B &K 2713 TP B & K 2606
- Referenzsignal
prinel eBsignal
Micro- Massen-
Pegelmesser computer speicher
HP 4192 A cbm 4032 cba 4040

T}\ IEEE /lrﬂg\- BUS {T

Abb. A.1 Blockschaltbild des MeBplatzes
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MeBsignal zugefiihrt, Das Verhiltnis von Empfangssignal zu Referenzsignal
wird vom Pegelmesser in Betrag und Phase gemessen und von der Rechenein-
heit verarbeitet und gespeichert.

Je nach Wandlertyp der Empfangssonde ist die Amplitudenmessung propor-
tional zu einer Vektorkomponente der Schnelle oder der Auslenkung an der
Oberfliche des Wellenleiters. Behilt man Anregungs- und MeBposition der
Sonden bei und variiert die Frequenz, ist das Ergebnis der Messung die Fre-
quenzabhiingigkeit einer spezifischen oder generalisierten Admittanz des
Wellenleiters (zur Begriffsbildung s. Abschn, 5.2.3), die im folgenden als
Ubertragungsfunktion bezeichnet wird. Bei konstanter Frequenz 1éBt sich
durch Verfahren der Sende- oder Empfangssonde die Ortsabhingigkeit der
Amplitude, das Amplitudenprofil, bestimmen.

Zu den Komponenten des MeBplatzes im einzelnen:

Pegelmesser

Der als Pegelmesser eingesetzte rechnersteuerbare ImpedanzmeBplatz
HP4192A erlaubt die Vorgabe der MeBfrequenz mit einer Auflésung von 1 m
Hz. Als Pegelmesser miBt das Gerit schmalbandig bei der Sendefrequenz das
komplexe Verhiltnis der MeBspannung zur Referenzspannung mit einer Ge-
nauigkeit von 0,04 dB im Betrag und 0,2 in der Phase. Die MeBvorschriften der
Einzelmessung werden der inneren, der MeBfrequenz angepaBten Spezifika-
tion des prozessorgesteuerten Gerites iiberlassen.

Elektroakustische Wandler

Das MeBprinzip erlaubt den problemorientierten Einsatz verschiedener elek-
troakustischer Wandlertypen. Bei der Vermessung von Biegewellenleitern
werden beriihrungslos abtastende elektrodynamische Wandler nach HER-
BERTZ /107/ bevorzugt eingesetzt. Diese linearen Wandler sind - der Diktion
der Reziprozitdtsanalyse nach /105/ folgend - antireziprok. Sie erlauben je
nach Bauart die Messung der Normal- oder richtungsselektiv einer Tangenti-
alkomponente des Schnellevektors in der Oberfliche des Wellenleiters. Die
Sonden stéren die Schwingung des Wellenleiters im Vergleich zu einer mecha-
nisch angekoppelten Schwingungserregung und -aufnahme wenig.

Die Messungen werden bei sehr kleinen Auslenkungen durchgefiihrt. Fiir den
eingesetzten Sondentyp ergeben sich induzierte Spannungen in der Empfangs-
sonde im nV-Bereich. Die Empfindlichkeit der Sonden steigt proportional zur
Frequenz. Werden sowohl sende- wie empfangsseitig baugleiche Sonden ein-
gesetzt, beeinfluBt diese Abhingigkeit die Messung der Ubertragungsfunktion
nicht.
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Sendesignal

Das Sendesignal des Pegelmessers wird verstiirkt und fiir den interessierenden
Frequenzbereich grob an die Impedanz der Sendesonde angepaBt. Bei den
Messungen spielt sonst die Aufbereitung des Sendesignals keine Rolle, da das
Signal der Sonde eine feste Phasenbeziehung zur eingepragten Wechselkraft
aufweist und als Referenzspannung fiir die Pegelmessung ausgekoppelt wird.

Empfangssignal

Die Spannung der Empfangssonde ist proportional zur Amplitude. Sie wird
iiber den MeBverstirker B&K2606, in dessen Signalweg das Terzfilter
B&K1617 eingeschaltet werden kann, dem Pegelmesser als MeBsignal zuge-
fidhrt. Der Signal-Storabstand in einer Wellenleiterresonanz betrégt typisch
40 dB; mit zunehmender Frequenz macht sich die direkte Einstreuung des Sen-
designals in das Empfangssignal bemerkbar.

Lagerung des Wellenleiters

Die Schwingungen des Wellenleiters sollen bei der Untersuchung so wenig wie
mdglich durch die unumgéngliche mechanische Lagerung gestort werden. Dies
wird mit einer frei verschiebbaren Schlaufenanordnung erreicht, die den Wel-
lenleiter an zwei Stellen aufnimmt. In Abhingigkeit von der zu untersuchen-
den Schwingungsform sind die Orte der Schlaufen so zu wihlen, daB eine mog-
lichst geringe Stérung der Schwingung zu erwarten ist. Daher werden als Orte
der Schlaufen -falls vorhanden- Schnelleknoten, sonst Minima der Schnelle
aufgesucht.

III
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A2  Ablauf der Messung

A21 Ubertragungsfunktion

Die Resonanzen frei schwingender Wellenleiter zeichnen sich durch sehr hohe
Giiten aus; bei Drehschwingungen runder Stibe wurden Giiten bis zu 120.000
gemessen. Eine Abtastung der Ubertragungsfunktion in festen Frequenzinkre-
menten ist deshalb nicht sinnvoll, weil entweder bei kleinen Inkrementen zu
viele Messungen die MeBzeit unndtig verlingern - und damit die Messung
stirker abhingig wird von den sich langsam verindernden duBeren Bedingun-
gen (z.B. Raumtemperatur) - oder bei groBeren Inkrementen Resonanzen
hoher Giite nicht aufgefunden werden. Aus diesen Uberlegungen folgt die
Notwendigkeit einer riickkoppelnden Verfahrenssteuerung bei der Aufnahme
einer Ubertragungsfunktion.

Zur Bestimmung des Wertes der Ubertragungsfunktion bei einer Testfrequenz
wird bei dieser Frequenz eine vorgebbare Anzahl von Einzelmessungen aufge-
nommen und zunichst auf systematische Fehler - ein Anwachsen oder Abfallen
der Pegel in der MeBfolge - untersucht. Ein derartiger systematischer Fehler
deutet darauf hin, daB ein stationidrer Schwingungszustand noch nicht erreicht
war, und fiithrt zur Wiederholung der MeBfolge. Treten keine systematischen
Fehler auf, erfolgt die Bestimmung des statistischen Fehlers in der MeBfolge.
Es wird sowohl der Mittelwert der Ubertragungsfaktoren (komplex) gebildet
als auch die darauf bezogenen Standardabweichung (betragsmiBig) be-
stimmt. Ein Kreis mit dem Radius der Standardabweichung um den Mittelwert
definiert in der komplexen Ebene den statistischen MeBfehler.

Die Frequenz, fiir die der nichste MeBwert in die MeBserie fiir die Ubertra-
gungsfunktion aufgenommen wird, wird sowohl in Abhingigkeit von dem MeB-
fehler bei dem letzten MeBwert als auch in Abhingigkeit vom MeBfehler bei
der neuen Frequenz bestimmt. Dazu wird zunichst bei einer Priiffrequenz
gemessen, die sich allein aus der Schrittweite der letzten beiden Frequenzen
in der MeBserie ergibt. Das MeBergebnis bei dieser Priiffrequenz wird nur
dann in die MeBreihe aufgenommen, wenn der zu ihr gehorende Mittelwert in
dem Kreis mit dem Radius eines vorgebbaren Vielfachen der Stand-
ardabweichung des MeBwertes bei der vorherigen MeBfrequenz liegt. Ande-
renfalls wird interpolaativ eine neue, enger benachbarte Priiffrequenz be-
stimmt, Dieser Vorgang wird iterativ solange fortgesetzt, bis die obige Bedin-
gung bei der Priiffrequenz erfiillt ist. Liegt der Mittelwert der Testfrequenz
beim ersten Versuch innerhalb des Kreises mit der einfachen Stand-
ardabweichung, wird der MeBwert iibernommen und die Schrittweite erhéht,

Da die Schrittweite zwischen den MeBfrequenzen aus der Standardabweichung
abgeleitet wird, ist die Dichte der MeBwerte ein MaB fiir den statistischen
MeBfehler.
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Die maximale Schrittweite in der Frequenz wird durch die Vorgabe der Giite,
die noch aufgefunden werden soll, begrenzt. Die kleinste Schrittweite der Fre-
quenz ist durch das kleinste Frequenzinkrement des PegelmeBplatzes vorge-
geben.

Diese Verfahrensweise hat den Vorteil,

- daB nach Genauigkeitsvorgaben die notwendige und hinreichende Anzahl
von MeBpunkten aufgenommen wird,

- daB in der Punktdichte gleichzeitig eine Information iiber die MeBgenau-
igkeit enthalten ist,

- daB die Ubertragungsfunktion unabhéingig von der Durchlaufrichtung der
Frequenz bestimmt wird,

- daB keine Resonanz mit kleinerer Giite als die vorgegebene iiberfahren
wird,

- daB Stérungen im Signalweg im MeBergebnis erkennbar sind, weil die MeB-
werte vor und nach der Stérung um erheblich mehr differieren werden,
als es die Genauigkeitsvorschrift zuliBt, und deshalb das MeBkriteri-
um dazu fiihrt, daB sich beide Me8frequenzen nur um das kleinste Fre-
quenzinkrement unterscheiden.

A 2.2 Amplitudenprofil

Die Messung des Amplitudenprofils erfolgt durch manuelle Positionierung der
Sonden in der Regel entlang einer Oberfliche des Wellenleiters parallel zur
Richtung einer Achse. Dazu wird die Empfangssonde mittels einer Positionier-
einrichtung auf einer optischen Bank montiert. Die abschnittsweise aufgenom-
menen Amplituden werden durch den Rechner gespeichert.

Untersuchungen tber die Grundlagen der Berechnung von Biegewellenleitern



K.-W. Hirsch Untersuchungen uber die Grundlagen der Berechnung von Biegewellenleitern

Anhang

A3 Auswertung

A 3.1 Ubertragungsfunktion

Die Messung der Ubertragungsfunktion wird durch drei Quellen systemati-
scher Fehler beeinfluBt: durch die Einstreuung des Sendesignals in das MeB-
signal, durch eine Drift der Umgebungstemperatur und durch die Schallab-
strahlung der Wellenleiter an Luft. Der EinfluB der Schallabstrahlung ist sy-
stemimmanent und kann nicht korrigiert werden. Der EinfluB einer Tempera-
turdrift kann durch eine méglichst kurze MeBdauer, respektive eine
Beschrinkung der Untersuchung auf einzelne Resonanzbereiche, und eine
Kontrolle der Temperatur vermindert bzw. beriicksichtigt werden.

Wegen der hohen Giite der Wellenleiterresonanzen kann haufig die Ubertra-
gungsfunktion durch die Angabe der Resonanzfrequenzen und der zugehéri-
gen Giiten sachgerecht charakterisiert werden. Die Auswertung der Messung
einer Ubertragungsfunktion enthilt daher eine Korrektur im Hinblick auf die
Einstreuung und eine Prozedur zur Berechnung von Resonanzfrequenz und
Giite.

Eine systematische, automatisierbare Auswertung erfordert eine stand-
ardisierte Darstellung der MeBergebnisse. Da die MeBwerte die relative Am-
plitudenantwort auf eine konstante, harmonische aber unbekannte Kraftanre-
gung reprisentieren, kdnnen sie jeweils bezogen aufgetragen werden. Als Be-
zugspegel wird das im jeweiligen Frequenzbereich auftretende Betragsmaxi-
mum der Ubertragungsfunktion gewihlt. Die Angabe der Phase erfolgt relativ
zur Phase beim Bezugspegel. Fiir relative Frequenzangaben dient die mit
diesem MeBpunkt verbundene Frequenz als Bezugsfrequenz.

Um einen Vergleich zwischen verschiedenen Messungen zu erméglichen, wer-
den die MeBergebnisse in einem festen Pegelbereich und fiir eine konstante,
relative Spreizung der Frequenzskale um die Bezugsfrequenz linear aufgetra-
gen. Die MeBpunkte werden in den Darstellungen des Betrages und der Phase
iber der Frequenz jeweils durch Geradenstiicke verbunden, um eine Abschit-
zung des statistischen Fehlers zu ermaglichen.

Anhand der Abb. A.2 bis A.4 werden weiter unten drei ausgewihlte Beispiele
diskutiert. Die jeweils oberen Darstellungen zeigen den Betrag und die Phase
der normierten Ubertragungsfunktion.

Beriicksichtigung der Einstreuung

Die MeBwerte sind systematisch durch die Uberlagerung der Einstreuung des
Sendesignals in das MeBsignal verfilscht. Dieses Storsignal ist fiir die betrach-
teten Resonanzbereiche in guter Naherung konstant; die Beeintrichtigung der
Messung durch diese Stérung hingt von der relativen Resonanziiberhdhung
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und von der jeweils erforderlichen Sondenanordnung ab. Zur Ermittlung der
Einstreuung ist die Darstellung des MeBsignals als Ortskurve in der komple-
xcn Ebene vorteilhaft (s. jeweils linke Abbildungen in Abb. A.2-A.4).

Wegen der hohen Giite g der Resonanzen ist fiir alle Moden eine einfache Hy-
pothese fiir die frequenzabh#ingige Ubertragungsfunktion S(f) im Bereich der
Resonanzfrequenz fo sachgerecht:

S(f) = ——m—if r A1)
t+ig (-
0

In der normierten Darstellung beschreibt S einen Kreis um den Punkt 0,5 +j0
mit dem Radius 0,5, der mit steigender Frequenz in negativem Umlaufsinn
durchlaufen wird. Die Einstreuung bewirkt eine Verschiebung des Mittelpunk-
tes dieses Kreises. Deshalb kann die Einstreuung durch eine numerische Op-
timalanpassung der MeBwerte an einen Kreis bestimmt und aus den MeBwer-
ten S=X+jY auf die Werte ohne Einstreuung X +jY entsprechend riickge-
rechnet werden.

Bestimmung der Resonanzfrequenz und der Giite

Aus den um die Einstreuung reduzierten Werten werden die Resonanzfre-
quenz und die Giite durch eine numerische Regression auf die in GI. A.1_po-
stulierte Resonanzhypothese bestimmt. Bei Auftragung von f% dber f Y/X
ergibt sich nach Gl. A.2 eine Gerade.

22 oy

><|| <l
+
-

(A.2)

(=]
o

Die Verschiebung der Geraden auf der f2-Achse ist ein Ma8 fiir die den MeB-
werten zugrunde liegende Resonanzfrequenz; aus der Steigung der Geraden
148t sich danach die Giite ermitteln.

In den standardisierten Darstellungen der MeBergebnisse werden die Fre-
quenzen auf die jeweilige Bezugsfrequenz normiert. Da die Resonanzfrequenz
in der Regel sehr nahe bei der Bezugsfrequenz fN liegt, ist die negative Stei-
gung in den Abbildungen zur Regression umgekehrt proportional zur Giite.

Stdrungen wihrend der Messung sind in der Darstellung zur Ortskurve in der
Regel deutlicher zu erkennen als in der Auftragung des Pegels bzw. der Phase
(vgl. Abb. A.3). In diesen Fillen kann in die automatische numerische Auswer-
tung fiir die Zielgr68en Resonanzfrequenz und Giite eingegriffen werden und
der zur Auswertung benutzte Frequenzbereich auf den ungestérten Bereich
begrenzt werden.

VII
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A 3.2 Amplitudenprofil

Die Ortsauflosung des MeBverfahrens wird durch die Abmessungen der effek-
tiv sensitiven Fliche der Aufnehmer bestimmt. Bei den elektrodynamischen
Sonden liegt die Ortsaufldsung bei ca. 7 mm. Diese Messung wird durch die
Einstreuung des Sendesignals in das Empfangssignal erheblich gestért, da
wihrend der Aufnahme des Profils die Einstreuung nicht konstant ist, sondern
von der Position der Sonden abhingt. Bei der Abtastung des Amplitudenpro-
fils fiilhren die Toleranzen bei der mechanischen Positionierung zu weiteren
MeBfehlern.

Da die Empfindlichkeit der vorwiegend eingesetzten elektrodynamischen Son-
den exponentiell mit dem Abstand vom Wellenleiter abfillt, ist zur Erzielung
einer optimalen Kopplung zwischen Wandler und Wellenleiter ein moglichst
kleiner Abstand einzustellen. Weil der Wellenleiter in Schlaufen aufgehidngt
ist, wird die Messung anfillig gegen #uBere Erschiitterungen, die insbesonde-
re wegen der mechanisch gefiihrten Positionierung unvermeidbar sind. Dieser
MeBfehler ist vorwiegend statistisch und kann durch Mittelwertbildung wéh-
rend der Messung begrenzt werden.

Auf eine Aufbereitung der MeBwerte kann daher weitgehend verzichtet wer-
den. Die gemessenen Amplituden werden lediglich auf die maximal auftreten-
de Amplitude normiert, weil die Messung selbst nur relative Aussagen iiber
das Amplitudenprofil erlaubt.
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A4 Beispiele

Die Abbn. A.2 bis A.4 zeigen ausgewdhlte Beispiele von MeB- und Auswerte-
ergebnissen an einem Wellenleiter. Die Messung der Ubertragungsfunktion
von Dehnschwingung ist unproblematisch, da sich ein ausreichend groBes Sig-
nal-Stdrverhiltnis erreichen 148t. Die Schallabstrahlung in Luft ist bei diesem
Schwingungsmod sehr gering, weil im wesentlichen nur iiber die Stirnfléche
abgestrahlt wird. Wegen der ausgeprigten Resonanziiberhdhung spielt die
Einstreuung bei diesem ausgewshlten Beispiel in Abb. A.2 keine Rolle. Als
Punktdichte ergibt sich bei der Versuchsfilhrung nahezu fiir den gesamten Re-
sonanzbereich das kleinst mogliche Frequenzinkrement von 1 mHz. Statische
MeBfehler treten bei dieser Aufnahme vollig in den Hintergrund.

Wihrend die Aufnahme einer Drehschwingung in Abb. A.3 in der Darstellung
des Pegels und der Phase keinen offensichtlichen Hinweis auf eine Stérung der
Messung gibt, ist in der Ortskurve deutlich eine Abweichung zu erkennen.
Durch eine Begrenzung der Auswertung auf den Hauptbereich der Resonanz
lassen sich aber auch hier die Resonanzfrequenz und die Giite der Schwingung
eindeutig bestimmen. Diese Messung ist nicht typisch fiir eine Drehschwin-
gung. Sie zeigt aber auf, daB zur Erzielung einer hohen Genauigkeit eine nu-
merische Auswertung erforderlich ist.

Abb. A.4 zeigt die Aufnahme einer Biegeresonanz mit einer vergleichsweise
geringen Giite, die auf die Abstrahlung zuriickzufiihren ist. Sowohl die Ein-
streuung als auch sonstige Fehler bei der Messung sind in der Ortskurve deut-
lich erkennbar. Die Kriimmung der Regressionsgeraden deutet auf einen sy-
stematischen Fehler hin. Es handelt sich hierbei wahrscheinlich um eine Kopp-
lung mit einem bei einer benachbarten Frequenz resonanten Luftschallweg,
der zufiillig durch die Me8anordnung gebildet wird. Derartige Kopplungen
wurden hiufiger beobachtet, wenn die zur Wellenleiterresonanz gehérende
Luftschallwellenl4dnge in der Gr§Benordnung eines typischen Abstandes
groBer Flichen in der MeBanordnung liegt.

IX
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T B Zu den numerischen Problemen beim
Kettenmatrixverfahren

~lx M

Fiir die numerische Rechnung mit differentiellen Kettenmatrizen wird eine
hinreichend groBe Rechenbreite bendtigt, um die mit den Projektoren und Ei-
genvektoren - und damit auch bei allen Kettenmatrixoperationen - erforderli-
chen Additionen und Multiplikationen korrekt ausfiihren zu kénnen. Denn die
Elemente der Vektoren und Matrizen iiberstreichen etliche Zehnerpotenzen.

_————— BBqu

Il
sl

In Taf. B.1 sind die Zahlenwerte des kraftbezogenen Basissystems und in Taf,

B.2 die der zugehorigen Projektoren fiir den Probebalken mit der Quer-

1 4 4 . i schnittshéhe 19,5 mm bei einer Betriebsfrequenz von 20 kHz angegeben. In

2,200 2,203 2,206 kHz 2,209 den Abbildungen wird auf die Angabe der physikalischen Einheit verzichtet;
F requenz die Zahlenangaben beziehen sich auf Rechnungen im (mm, kg, s)-System.

Seibst bei Rechnungen mit kurzen Leitungsstiicken ist z.B. bei der Bildung der

1,005 Kettenmatrix sicherzustellen, daB die bei der Multiplikation zweier Projekto-

0.5 ren auftretenden Differenzen ausreichend genau im Vergleich zu den auftre-

Rl tenden Elementen berechnet werden. Bei den in Taf. B.1 dargestellten Ergeb-

sy nissen mit einer Rechenbreite von 10 Dezimalen, liegt der Fehler einer einfa-

™ chen Rechnung in der GréBenordnung 10" und damit nur 3 Zehnerpotenzen
tiefer als der im Element 44 vorliegende Wert.

N
)
>0 - 1 : Bei der Berechnung lingerer Wellenleiter kann die Rechnung nur dann
= schlecht konditioniert sein, wenn die beiden kritischen Eigenwerte exponen-
: n tielle Funktionen der Leitungsldnge sind. Bei der Berechnung homogener Lei-
\ N tungsstiicke wird nur einer der zum Wellentyp n gehérenden Propagatoren

\ davon betroffen, wihrend der andere mit der Leitungslinge gegen die Nullma-
-0.5 N i ) trix geht. Da der Eigenwert vom Produkt der Wellenzahl mit der Leitungslin-
" st ST 0,995 ge abhingt, hingt die benétigte Rechenbreite gleichermaBen von der zu errei-
0 0.5 1 -5 0 5 chenden Leitungslinge und vom Wert des Imaginirteils der Wellenzahl ab.
X /% (F/FN) Fiir eine Abschitzung der zu erwartenden Differenzen groBer Zahlen ist es
Ortskurve Reghess ion niitzlich, die Wellenzahl - in Einheiten der reziproken Linge in Abhéingigkeit

von der Frequenz aufzutragen. Abb. B.3 stellt diesen Zusammenhang fiir den
Probebalken fiir den interessanten Frequenzbereich dar.

Bei der Berechnung homogener Leitungen kann man die numerischen Schwie-

_ . . rigkeiten so lange vermeiden, bis zur Berechnung der Kettenmatrix oder von
2 . b>-Bie gesc hwin gvng Zustandsvektoren die Superposition der vier Eigenzustinde erforderlich wird.
Bei der Berechnung inhomogener Leitungen iiber die differentielle Verkniip-
fung ihrer Kettenmatrizen kann man die Produktintegration der Kettenmatrix

. , 204526 kHz Gute: 3377 nicht auf die Integration der Eigenwerte zuriickfiihren, weil die Propagatoren
Frequenz 2,2045 der nun verschiedenen differentiellen Leitungsstiicke nicht orthogonal sind.
Deshalb ist in diesem Falle jeweils eine lokale Superposition der Eigenzustin-

Abb. A.4 Auswertung fiir die Messung einer Biegeschwingung
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de erforderlich: Die ungiinstigen Eigenschaften des Propagators des einen kri-

tischen Eigenzustandes werden auch differentiell auf die iibrigen Eigenzustin- o oo = T —
. 0 - g ) - < D - - N -
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Abb. B.2 Zahlenwerte der Projektoren des Probebalkens fiir die Quer-
schnittshéhe 19,5 mm bei einer Betriebsfrequenz von 20 kHz
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Anhang Anhang

C Reziprozititsbedingungen einer 4x4 Kettenmatrix

0,10
+/om Die folgenden 16 Beziehungen zwischen den 2 x 2 Unterdeterminanten einer
n des () -Spektrums 4 x 4 Kettenmatrix sind notwendige Reziprozititsbedingungen.
0.05 ~ ]
=
% A Roa™ AasAys = Agg Az Ag A
Noo
o AiAgam A Ay = Aphu Aphy
—
(<3 - = -
= 0.05if 1 Auhe A41A12 - A12A23 AzzAp
~
-Spektrums - = -
n des (o) -Spektrun ApAu Ay Ay = ApAy AgAn
0,10j
0 20 a0 B0 B0 100 kHz 120 _ _ _
APy~ Aas Ay Ayt A~ Ay hs
Frequenz
Abb. B.3 Abhingigkeit der Wellenzahl o des (b)- und des (h)-Biegewellen- AP~ Ag Ay = AygAm A As,
Spektrums fiir den Probebalken
AogPas™ Aga Aoy = Az Ay Ay Asg
Aighu A = Ahn Al
Ay Ao AgyAsg = Ay A Ay Ag

A A= Ay A = A Ay ApAy,

AigAgm Ag Ay = A Ay Ay Ay,
Ay A=A A = AphsAnhs
AppAg= A Ay = ApAy=Aphy

AgyAgs= Ags Ay = Ag Ay Ay Az,
Aoghas™ RaaPos = Az A= Ay A

AaAgem Ags Ay = A Ay A hs,
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